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Innflpaiisar. 

1. 

Allir vita, hvað tala er, tal og töl*. Vísindagrein sú, er 
kennír eðli og háttalag talnanna eða þeirra meðferð, nefnist af 
sumum Tölvísi (Konráð Gíslason) ; o : töluvísi, talnavísi, töiufrœði 
(Arithmelica, af grísku orði ápið'ji.oV tala). 

2. 

Tölvísin er hinn fyrri hluti stærðafræðinnar (Mathematica), 
sem er sú vísindagrein, er ræðir um eiginlegleika og sambönd 
stærðanna yBr höfuð. En Stærð (Quantitas) er það eðli hlutanna, 
fyrir hvert þeir geta hugsazt meiri eða minni, t. a. m. Tími heflr 
stærð, því hann getur hugsazt lengri eða styttri. 

3. 

Stærðir eru tvennslags, eðahugsast með tvennu móti: con- 
tinuæ (samfeldar) og discretæ (sundurlausar). Hinar samfeldu 
eru heildir, hvar enginn skilnaður er milli partanna, svo sem 
lengd, tímabil, afl, flýtir. fær sundurlausu eru söfn samkynja 
einstakra hiuta eða eininga, t. a. m. flokkur manna, ríkisdalatal 
og yfir höfuð öU tala. þó geta samfeldar stærðir skoðazt sem 
sundurlausar s. s. 4 stundir, 5 þingmannaleiðir, 7 ár, 1 skippund 
eða 4 vættir, 6 hesta átak, þyngd líkamanna á miðbaugi og við 
heímsskautin, Ijóssins hraði og magn þess, svo sem þegar tungls- 
Ijósið er borið saman við sólarljósið. Hér er stundin, þingmanna- 
leiðin, árið, skippundið, vættin, hestsaflið, fallrúm á secundunní, 
vegnr farinn á secundu hínir töldu hlutir. 

4. 

Stærðir ákveðast eða ákvarðast með þvf að bera þær með 
t. einhverju móti saman við aðra samkynja stærð, sem er eða þykir 

cC - 

O *) Manntal og ártul. TGhísl mun myndat^ •ins og lugTfsi og sogTfei. 

- Tolvísi, 8já Snorra-Edda, Roykjay. dtg. bJs. 110. 
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kunnug cða kunnari cn hinar, sem ákvarðast. I>clta er umlals- 
efni mœlifræðinnar eða slœrðafræðinnar yfir hðfuð, hvort sem hún 
er tðlvísi eða riimfræði, t. a. m. dagshringur er 24 stundir, allir 
geislar hrings eru jafnir sín á milli. Sú kunnuga stœrð, sem 
höfð er til samanburðar, nefnistopt kvarði, ogafþvíkemur orðið 
að ákvarða; en í töivísínni heilir kvarðinn Einíng eða einn (Eind) 
og þar af leiðir, að tala (numerus) er sundurlausrar stærðar sam- 
burður við eininguna eða einn. 

5. 

Stundum er tilgreind tegund einingarinnar eða að einingin 
heiti eitthvað meira en einn, svo sem 8 ríkisdalir ; þar í er einn 
ríkisdakir sama sem einn; en auk þess að það er einn, þá heitir 
það ríkisdaiur. þessháttar tölur heita viðkendar tölur (numeri 
concreti; o: samvaxnar). [)ar á móti heita þær tölur óviðkendar 
(numeri abstracti ; o: afdregnar), sem við ekkert eru kendar, nema 
við einingu sína, svo sem átta, það er átta einingar. í þessum 
tölum hugsa menn ekki um það, sem talið er, heldur um töluna 
sjálfa eins og afdregna hlutunum. 

6. 

Tölur eru tilteknar (num. determinati), þegar tilgreint er, 
hve opt einingin er endurtekin íþeim, ellegar ótiiteknar (numeri 
indeterminati), þegar það er ekki gjört. j>essar ólilteknu tölur 
geta menn ímyndað sér, þó menn ekki viti töluna sjálfa; menn 
geta jafnvel margt ákvarðað um þær, sundrað þær og sameinað 
með mörgum hætti og gjört þar af margar ályktanir, þó enga 
töluna viti, t. a. m. Hallgrímur sá snemma dags stóra lest fara 
ofan i Reykjavík; skömmu síðar sá hann aðra enn stærri fara 
þangað; svo kom hin þriðja, er í voru eins margir hestar sem 
í hinum fyrri báðum. Út af þessu má margt alykta: t. a. m. 
að hestafjölda þeim, sem á þeim tíma fór ofan í Reykjavík, megi 
skipta í tvo helminga, svo jafnmargir hestar verði í báðum; að 
það hafí verið að minsta kosti fímmtíu hestar alls, ef í hinni 
fyrstu hafa verið tólf; að þar hafi engan veginn færra verið alls 
en ferföld fyrsta lestin að tillögðum tveimur hestum o. s. frv. 
Eins og alhr vita, kennir reikningshstin eða talnalistin að reikna 
með tiiteknum tölum; þar á móti kennir bókstafareikningurinn 



og Algebra að reikna með ótilteknum töliim, ellegar með tölum, 
scm sumar eru tílteknar, en sumar ótilteknar ellegar í talnaflækjum 
hálflilteknar. Reikníngslistin, bókstafareikningur og Algebra ásamt 
öðru fleiru eru deildir eða tegundir tölvísinnar. 

7. 

Tölvísin er tvennslags: Aritiimetica theoretica (skoðandi) og 
practica (fremjandi). Hin skoðandi tolvísi leitar upp eðli taln- 
anna og semur reglur, eptir hverjum finna skuli tölur af tölum; 
hin fremjandi reiknar út sjálfar tölurnar eptir reglum þeim og 
lögmálum, sem hin skoðandi hefir uppgötvað. Ein skoðandi 
tölvísi notar einkum bókstafareikninginn til að útleiða reglur af 
reglum, lögmál af lögmálum, rétt að sínu leyti sem hin fremj- 
andi reiknar tölur af tölum. 

8. 

í hinni skoðandi tölvísi, einnig yGr höfiið í hinni skoðandi 
stærðafræði eru allir lærdómar framsettir í stutlum málsgreinum, 
er heita Sagnir (Propositio). Eptir þeirra sambandi og afstöðu 
sín á milli nefnast þær þannig: 

1. Axioma. Frumsögn (Meginmál?Konráð) er sú sögn, er þykir 
svo sjálfsögð, að ekki þuríi að sanna hana, og leggjast á til 
grundvallar við sönnun annara sagna. 

Merk! Sumt verður að álíta svo Ijóst, að ekki verði sannað 
eða þurfi að sanna, því eitthvað verður að leggja tii grund- 
vallar líkt og í húsgjörð, og hinn neðsti grundvölliir verður 
ekki hlaðinn eða bygður, því einhverstaðar verður að byrja. 

2. Placitum (Venja) er sú sögn, er segir, að eitthvað sé gjört, sem 
gjarna mælti vera öðruvísi, þar það sé ekki við brýna nauðsyn 
bundið. 

3. Poslulatum (Krafa) er verk, sem ekki þarf að kenna, néheld- 
ur sanna, að þess aöferð sé rétt. 

4. Theorema (Lærdómsgrein) er sögn, sem þarf að sanna. Hennar 
partar eru: Hypothesis (Skilyrði), er getur haft í sér einaeða 
fleiri sagnir, og Thesis (Setning). Sönnunin (Demonstralio) er 
framsett með ályktunum , svo að nauðsyn setningarinnar verði 
skilín. 

5. Problema (Verkefni) heiralar eitthvað framkvœmt, sem ei et 
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mugulegt ncnia mcð flcirum atvikum, er þarf að kenna og 

# 

sanna. Solutio (Urlausn) er kcnningin, og verður að sanna 
að hún dugí. 
C. Deflnitio (Orðþýðing) cr takmörkun hugmyndar, sem með orð- 
inu táknast. 

7. Corollarium (Viðbót) er sögn, sem hœgt er að flnna og sanna 
af næstundangangandi aðalsögn, lærdómsgrein eða orðþýðingu. 
Viðbótin er því framselt án sönnunar. 

8. Lemma (Lánssöírn) ersögn, er á heima í annari vísindagrein, 
en skýrir þó umtalsefnið. 

9. Scholion (Skýring) er sérhvað, sem sagt verður til frekari skýr- 
ingar, en er ekki eins reglum bundið sem hinar áður töldu 
sagnir. 

þessar grciningar málsgreinanna hafa menn nú á síðari tím- 
um að mestu aflagt, og svo munum vér einnig gjöra, en halda 
þeim að cins áfram hér um bil í talningunni og hinum 4 höf- 
uðgreinum : samlagningu, frádragningu, margföldun og deilingu, 
tíl að sýna dæmi upp á siíkar málsgreinir. 

Talning, (Numeratio). 

1. í 4. tölulið inngangsins er sagt, að tala sð sundurlausrar 
stærðar samburður við eininguna. þessi samburður framkvæmist 
þannig, að menn hafa komið sér saman um fastsetta röð af orð- 
um; nefna menn svo orð við hverja einingu í stærðinni, unz 
nppunnið hafa allar einingarnar í henni einu sinni. það orð í 
röðinni, sem seinasta einingin fær, segirþá til, hversu opt ein- 
ingin er innifalin í stærðinni. 

2. Deflnitio. þessi aðferð að mæla stærðina með eining- 
unni heitir að telja, orðin heita tölur, og orðaröðin hin eðliiega 
talnaröð. 

3. Placitum. Hin eðlilega talnarðð, sem vér íslendingar 
höfum, er: 

einn, tveir, þrír, fjórir, flmm, o. s. frv. 

£n i skrifl nota menn þessa indversku"^ tölustafl: 

1234-5 67890 
hvar af (NúII) þ^ðir, að þar sé engin einíng, heldur autt rúm 
eða sæli. £n til þess að aldrei þrjóti tðlur eða tölu teikn, nota 

* *} A^ þeir s5 iudverskir, sjá Haukg Krlendssonar Algorithmns. 






menn sömu tölustafina upp aptur og aptur eptir jafnlangar um- 
ferðir. f>egar biiið er að telja 9, skrifa menn með 1 fyrir 
framan, þannig: 19, er þýðir tíu, eða 1 Tug og enga einingu. 
Umferðin heilir Tugur (Decas), talingaraðferðin Tugalíerfi (Decadica, 
Decadik). |>egar tultugu einingar eru komnar, rila menn 20, er 
þýðir, að umferðin sé tvisvarkomin íkring, og engin einingfram 
yfir. J>annig telur annar stafurinn frá hægri hendi umferðirnar eða 
tugina. J>cgar hundrað eða lOsínnumlO erkomið, skrifastlOO, 
það er eitt hundrað, enginn tugur og engin eining; þannigtelur 
þriðji stafurinn frá hægri hendi hundruðin. Umferðirnar mynda 
nokkurs konar einingastéttir (Ordines), sem alt af verða hærri og 
hærri, eplir því sem talan vex, og tölustafurinn færist nær vinstri 
hendi. Einingastéttirnar heita þannig : 

. Einingar « . trillíónir 

. tíu 

. huudrað 

r þúsund 

. 10 þúsund 

. 100 þúsund 

t r kvaðrillíónir 
. tíu 

. hundruð 
r þiisund 
. 10 þúsund 
. 100 þúsnnd 

ko r kvinkviUíónir 
. tíu 

. hundruð 
r þúsund 
. 10 þúsund 
. 100 þúsund 

4. Problema. Að lesa tölu mikla ritaða í tugakerfi. So- 
lutio: l,Skipt tölunni í flokka frá hægri hendi til vinstri, aðþrír 
stafir verði í hverjum ; en næst vinstri verða þá annaðhvort þrír 
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tveír eða eínn seinast í nokkí. 2, í hverjum þi^i^'cj^ ^^^^'^ flokki 
crii þá í röð 

Hundriið, Tiigir, Einingar. 
NúIIin lesast ckki og ei heldur orðið »einingar«,t. a. m.: 
456, les fjögur hundruð fimmtíu og sex, og nefn flokksnafnið. 
406, les fjögur hundruð og sex, nefn flokksnafnið. 
056, les fimmtíu og scx, nefn flokksnafnið. 
006, les sex, og nefn flokksnafnið. 
000, lesist alls ekki, ef það er þúsundaflokkur, en sé það síðari 

hluti millíónakafla, þá nefn að eins millíónanafnið. 
Sé heill miUíónakafli auður, 000,000, þá nefníst þar ekki millíóna 
nafn. 

3. Yfir einingastaf í þriðja, fimta, sjöunda, níunda flokki 
(0. s. frv.) rita 1 2 3.4 

er þýðir millíónir, billíónir, trillíónir, kvaðrillíónir, og nefnast 
þær sem einingar, þegar kaflinn endar, en annarstaðar nefnast 
aldrei neinar millíónastéttir. 

4. Mcð nokkrum vana má lesa úr stórri tölu, án þess að 
gjöra nein merki í bókina, með því að styðja fingri eða oddi 
niður milli millíónakaflanna, þess vegna eptir sjötta hvern staf, 
{ ellegar mæla lU mcð augunum eintóma sexstafakafla frá hægri 
hendi til vinstri, og teljaþáum leið. [>á stafi, sem afgangs verða 
vinstra megin, má lesa eins og undirkafla, og 'nefna með því 
milliónastéttar nafni, sem kent er við tölu hinna afmældu kafla. 
Ilinir eptirfylgjandi sexstafakaflar takast svo einn eptir annan og 
kennast við lækkandi millíónastéttir. 

Dcmonstratio. Með þessu móli greinast einingastéttirnar svo 
glögglega hver frá annari, að hvergi verði samslengt, og þá má fá 
imyndun um, bvað opt stærðin innibindur í sér eininguna. 
Dæmi. 

Y,020,030,004,Oo",050,000,060,odo,007,000,000,080,000,000, 

090,000,000,00 1 ,000,000,000,00 1 , 1 00,000,000,000, 1 20,000. 
Ein 14 mælt millíón*, 20 þúsund og 30 þrettánmæltar millíónir, 
4 þúsund tólfmæltar miílíónir, 50 þúsund ellefumæltar milhönir, 
60 þúsund tímæltar millíónir, 7 þúsund nfmæltar millíónir, 80 

*) I^essi aibferb ab íslenzka mlllfónastéttirnar, er eptir Óiaf Secretera Ola* 
' vius í hans taloalist bls. 13. 



áttmæltar millíónir, 90 þúsund sexmæitar millíÓDÍr, 1 flmmælt 
miilíÓD, 1 þrímœit millíÖD, 100 þúsuDd tvímæltar miliíÓDir, 120 
þúsuDd. 

Merkl í FráDkaríki þýðir ekki billíÓD, trillíÓD, kvaðrilIíÓD, 
kvÍDkviIlíÓD 0. s. frv. miIlíÓDföIduD hiDS lægra milIíÓDakyDS eða 
stéttar eiDs og í (3) var gjört ráð fyrir og sem gildir í ÐaDmörk 
og |>ýzka1aDdi ; heldur þýðir biIlíÓD að eÍDS þúsuud miliíÓDÍr, 
trillíóD þúsuDd bilIíÓDir o. s. frv. þúsuDdfalt hið uudaDgeDgDa. 

5. Yiðbót. I>að er auðskilið, að ekki er ölduDgis Dauðsyu- 
legt að láta umferð kerfisÍDs vera tíu, eða telja til tíu, eiDS og 
í tugakerfiDU er gjört ; fiogurDir hafa geíið möDDum tilefui til 
þess. MeDD hafa hliðsjóD af fleiri kerfum til að skýra fyrir sér 
ýmisleg eðli tugakerflsiDS. f>aDDig skoða meDu Tvistarkerflð 
(Dyadik), þristarkerfið (Triadik), Fimtarkerfið (PeDtadik), o. s. frv. 

6. Theor. í sérhverju tölukerö eru merkjaudi stafirDir eiD- 
um færri en eÍDÍDgarDar í umferðiDDi; eD umferð hver fyllist, 
þegar Núll kemur ásaml merkjauda slaf fyrir framaD, er telur, 
hvað margar umferðir komuar sé í kriDg. 

I>aDDig er umferðiu í flmtarkerfi: 
1 2 3 4 10 
og í átjáudarkerfi 

123456789 (10) (11) (12) (13) (14) (15) (16) (17) 10. 
Dem. f>ar tugakerfið er fyrirmyod allra slíkra kerfa, þá er hægt 
aö sjá, að í því eru eiDuugis díu stafir merkjaDdi, og þegar 
tuguriDD er komiDD, þá tákoast haDD með Núllí, sem þýðir autt 
sæti eða euga eiDÍDgu, og með 1 fyrir framau, sem þýðir, að 1 
tugur se komiDD. 

7. Schol. þar staflrDir í tugakerfluu, sem að eius eru 9, 
ekki Dægðu til að tákua alla staflDa í átjáDdarkerflDu, sem eru 
17, þá varð að bæta við uýjum töluteikDum, sem hér lokast í 
sviga (10) (11) og eiga að álítast sem eiuD stafur væri. 

8. Probl. Að gefa sýDishorD af misgöDgum umferða í 
;ýmislcgum kerfum. 



8 
Solutío. 

í tTÍftar- þristar- fjarka- ílmtar- tylftar- 

kerfl k«rfl kerfl kerfl kerfl 

Einn skrifast 1111 1 

Tveir 10 2 2 2 2 

jþrír 11 10 3 3 3 

Fjórir 100 11 10 4 4 

Fimm 101 12 11 10 5 

Sex 110 20 12 11 6 

Sjö 111 21 13 12 7 

Átta 1000 22 20 13 8 

Níu 1001 100 21 14 ,9 

Tíu 1010 101 22 20 (10) 

Ellefu 1011 102 23 21 (11) 

Tólf 1100 110 30 22 10 

Demonstratio. 

Tólf er 1 tvistur þriðju stéttar (o: 8) og 1 tvistur annarar 
stéttar (o: 4). En 8 og 4 cr 12. 

Tólf er einnig 1 þristur annarar stéttar (o : 9) og 1 þristur fyrstu 
stéttar (o: 3), en 9 og 3 er 12. 

Tóif er einnig 3 fjarkar fyrstu stéttar, en 3svar 4 er 12. 
Tólf er einnig 2 fimtir fyrstu stéttar (o: 10) og tvœr einingar að 
auki, en 10 og 2 eru 12. 

Tólf er loksins 1 tylft fyrstu stéttar (o: 12) og ekkert að aukí, 
en 12 og er 12. 

í fyrsta staf næst hægri hendi eru einingar fyrstu stéttar; í öðr- 
um staf umferðir fyrstu stéttar, í þriðja staf umferðir annarar 
stéttar, í fjórða staf umferðir þriðju stéltar, o. s. frv. 

9. Probl. Að framsetja í alment gildanda formkorni (For- 
mula) lögmálið fyrir ritun f öUum slíkum tölukerfum. 

Solutio. 

]c\]V. h «U-* + dV^ + cU^ + 6U + a. 

a segir til, hvað margar sé einíngar fyrstu stéttar, U er um- 
ferðin, sem kerfið er kent við (Uundin); i tugakerQnu er U 
sama sem 10. 

b segir til, hvað raargar sé umferðir fyrstu stéttar komnar, eða 
hvað mörg U. Liðurinn blS getur skoðazt eins og viðkend tala, 
þar sem b er talan f, en U nafnið, eins og þar stæðí skamm- 
stafað: b umferðir fyrstu stéttar. 
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nokkur), skal deila með næstu umferðastétt fyrir neðan Ul^. 
niutatalan verður tala umferða þeirrar stéttar. I>essu skal á- 
framhalda, unz fengnar eru lægstu umferðirnar b, og þeirra af- 
gangur, sem segir einingarnar a. 

Dæmi. Ef rita skyldi ártalið 1855 í fimtarkerfl, þá er: 

U= 5 

U^= 5 sinnum 5 =25 

U^= 5 sinnum 25 =125 

m= 5 sinnura 125 = 625 

U5= 5 sinnum 625 = 3125. 
En U5= 3125 er ofstórtala, og er ekki fólgin í 1855, þá erUl^ 
= U^ og [1.= 4, en jx + 1 = 5 er stafafjöldinn, þegar skrifa skal 
1855 í fimtarkeríi. Nú koma deilingarnar. 

U-*= 625) 1855 (2 = c 
1250 



U'— 125) 


605 (4 = 
500 


= d 


U*— 25) 


105 (5 = 
100 


= c 


U— 5) 


5 (1 = 
5 


= b 



= a. 

I>á er ártalið í fimtarkerfi = ^m + ^U^+^U^H- lU + = 
24410, sem má lesa 2 fimtir fjórðu stéttar, 4 fimtir þriðju stétt- 
ar, 4 fimtir annarar stéttar, 1 fimt og engin eining. 
Nú skal rita sama ártal í átjándarkerfi : 
U= 18 

U2= 18 sinnum 18 = 324 
U»= 18 sinnum 324 = 5832 ofstórt. 
Ul^ er þá 324 og |j. = 2, [j. + 1 = 3 og stafafjöldinn = 3. 
f>á kemur til deiiinganna : 

U2= 324) 1855 (5 = c 

1620 
U = 18) 235 (13 = b 

18 ♦ 
55 
5£ 

1 = a. 
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Ártalið verður þá i átjándarkerG 

5U2 + 13U + 1 = 5 (Í3) 1. 
f>að má lesa 5 átjándír átjánda 13 átjándír og 1. 

11. Probl. (handa þeimj sem vita þær 4 höfuðgreinir í reikn- 
ingi). Að snúa sérhverju tölukerfi í tugakerfi. 

Solutio: 1. Finn með margföldun svomargar stétta umferðir sem 

þarf, eins og í 10. töhilið. 2. Margfalda svo hverja stéttar um- 

ferð með sínum lölustaf og legg saman. 

Dæmi. Snú 24410, sem er í fimtarkerfi, aptur í tugakerfi. 

f>ar í erU= 5, \]^= 5 sinnum 5 = 25, U^=125, U^= 625, 

sjá (10). J>á verður 

24410 = 2U^+ 4U^+ 4U2+ lU + 0. 

I>á er: 

2U^= 2.625 = 1250 
4U»= 4.125 = 500 
4U^= 4. 25 = 100 

1U= 1. 5 = 5^ 

1855, samber (10). 
Eins má snúa töiunni 5 (13) 1, sem er í átjándarkcrö, þannig: 

U = 18, U2= 324, þá 
5U2= 5.324 = 1620 
13U = 13. 18 = 234 

a = 1 = 1_ 

1854, samber (10). 

12. Skýring. J>ar það er regla í mathematiskum kerfum, að 
taka ekkert fyrir sig fram, sem ekki er kennt og skýrt áður, þá 
kann sumum sýnast það sé hér gjört í undanganganda 10. og 
11. tölulið, þar ekki er búið að kenna og sanna þær 4 höfuð- 
greiuir reikningsh'starinnar. En hér er gjört ráð fyrir, að hin 
fremjandi reikningslist sé lærð áðtir cn hin skoðandi töivísi, eða 
að menn lærí hina algengu reikníngslist áður en menn fara að 
skoða hana hcimspekilega. Hér þótti leitt að slíta umtalsefnið 
sundur fyrir það, þó þær 4 höfuðgreinir ekki væri umtalaðaráð- 
ur, með því hka hægt er hverjum einum að hlaupa yfir þessa 
Ivo töluliði, þangað til hann hcfir lesið um þær 4 höfuðgreinir. 
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Þær 4 höfuögreinir (Species). 
SamlagniDg (Additio). 

13. Frumsögn. Tala sömu taldra eininga er ekki utan eín, 
í hvaöa roð sem þær eru taldar; eða heildin heílr í sér vissan 
fjölda eininga. 

1. Viðbót. Telja má sömu einingar í hverri röð sem vill; 
þœr verða alla vega jafnmargar. 

Skýring. Til dæmis má taka deplana í þessarí heíld 



12 3 4 6 6 7 8 fyrsta talning 
8 7 6 5 4 3 2 1 önnur talning 
8 4 3 12 5 6 7 þriðja talning 
0. s. frv. 

14. Orðþýðingar. Summa eða samtala er tala, sem f einu 
lagí hermir allar einingarnar í tveimur eða fleiri sundurgreindum 
samkynja tölum. þær sundurgreindu töUir heita samleggjendur 
(Addendi), og að fínna summuna heitir að leggja saman (Addere). 

1. Viðbót. Addera er þá einnig að samansetja heildina (To- 
tum) af deildum sínum (Partes), þegar deildirnar eru framsettar 
í tölum, láta svo heildina framkoma sem tölu. 

2. Viðbót. Samleggjendurnir hljóta að vera samkynja, annars 
gjöra þeir enga heild, nema þeim sé útvegað sameiginlegt nafn, 
t. a. ra. ekki verður lagt saman 4 hestar og 5 kýr, því heildin 
verður hvorki 9 hestar né 9 kýr, heldur verður það 9 stórgripir. 

15. Venja. Samlagning er kunngjörð með +, er heitir 
Plus, og sezt á milii samleggjandanna. 

16. Skýring. Samlagning er þannig kunngjðrð: 

a = b-\-c-{-do. s. frv. eða 
Heild = Deild + Deild + Deiid o. s. frv. 
Merkið = heitir Jafnaðarmerki (Signum æqualitatis) og táknar 
það, að stærðirnar báðum megin við það sé jafnar sín á miUi. 

17. Verkefni. Við einti tölu = a að telja aðra töiu = b. 
Úrlausn. Talan a hcfir sitt sæti í hinni eðlilegu talnaröð, 

nefn þá hið næsta töluorð við hina fyrstu einingu í b, og svo 
hvað af hverju nefn orðin í framhaldi talnaraðarinnar, unz allar 
einíngarnar í b hafa fengið sitt töluorð, þá segir seinasta tölu- 
orðíð, hvað margar sé einingarnar í a og b lil samans, eða í 
a + 6. 



u 



Sönnim : 

Skammstafanir: hþ = bundraðþúsundir, tþ = 
= þúsundir, hundr = hundruð. 
678345 = 6 hþ + 7 tþ + 8 þús + 3 hundr 4 t + 5 
5321 = . . 5 +3 +2+1 



tíuþúsundir, þús 



4894 = 



4 



+ 8 +9 +4 



10 = 

15. = 

14.. = 

17... = 

67 ... . = 



10 = 1 t + 
1 5 tugir = 1 h 5* 
14 hundr= 1 þús 4 h 
17þús= 1 tþ + 7 þ . 
6 hþ + 7 tþ = 6 hþ 7 tþ . . 



688560 = 6 hþ + 8tþ + 8þ + 5h+6t + 

|>ar það kemur fyrir eitt, í hvaða röð lagt er saman (18), þá má 
sundra sérhvern samleggjanda í sínar stéltir (9), lcggja svo hverja 
stéttsaman fyrir sig, þar samleggjendur hljóta að vera samkynja 
(14, 2). I>egar búið er að leggja við. hverja stétt það sem til hennar 
befir safnazt frá hinum lægri stéttum, þá eru allar stéttir heild- 
arinnar framkomnar, eins og á að vera. Vinstra megin við 
jafnaðarmerkið sést hér, hvernig má leggja saman án þess að 
geyma, þó ekki sé vert að breyta eplir því. 

21. Verkefni. Að leggja saman ólilteknar tölur. 

Úrlausn. Sé hinar ótilteknu tölur táknaðar með ýmislegum 

bóksflifum, þá verða þær ekki samanlagðar öðruvísi en að rita 

stafína í línu með + á milli, t. a. m. ef a, b, c eiga að leggj- 

ast saman, þá er summan a -{- b + c. En komi sömu stafir 

íyrir optar en einu sinni, þá skrifast sá stafur einungis einu 

sinni, með tölustaf fyrir framan, er segir, hvað opt hann kemur, 

t. a. m. 

a + a + a = 3. o. 

I>essi tala framan við bókstafinn heitir Coefficient (samverkandi). 

Komi fleiri samverkendur^ þá leggjast þeir saman, t. a. m. 

3a + 4a + 2a = 9a. 

Stundum er Coefficientinn ótiltekinn, og þá er bókstafur setturí 

coefficients stað, og er það þá ekki nema stundum, að hann kallist 

coefficient t. a. m. ma, og þýðir það, að a komi fyrir msinnum. 

Nú getur ma komið nokkrum sinnum, og skrifast þá þar við coeffl- 

cient t. a. m. 8ma. Verði sá coeffícient ótiUekinn, er bókstafur 
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settur fyrir hann t. d. nma. Komi nii bókstafur eins opt fyrir 
og í honura eru margar einingar, þá skrifast ógjarna aa, heldur 
o^. Eins skrifast m^ fyrir mmm. þessi litla tala við efra horn- 
ið á stafnum heitir Exponens (vísir). Vísirinn getur verið ótil- 
tekinn, og táknast þá með bókstaf svo sem m", sem er lesið m 
\ n** veldi, eða styttra: m í n**. Ekki má í samlagningu leggja 
saman vísa, svo sem m* + m^ er ekki ^n*, heldur verður að 
skrifast m** + m^ ellegar (1 + m)m^, því m* = mm^, þess 
vegna m** + mm^ = Im** + mm^ == (1 + m)m^. Bókstafur 
með vísi kallast veldi (Potestas eða Potentia) og sé ýmislegir 
coefficientar við sama veldi, þá má leggjasaman coefficientana í 
samlagningu svo sem 

2m^ + 5m^ + Im^ = 14m^ 
Svo verður þá reglan, að aldrei má leggja coefficienta saman, 
nema bókstafir og þeirra exponentar sé hinir sömu. 

Sönnun. Ýmislegir bókstafir og ýmísleg veldi mega ekki 
saman leggjast, eða geta það ekki, af því það eru ósamkynja 
stærðir (14, 2), meðan ekki er kunnugt eða tiltekið, hvað hver 
bókstafur merkir í tölum. Coefficientarnir eru tölur, sem telja 
bókstafina, hvers vegna stafurinn er eining coefficientsins. fannig 
var í dæminu 

3a + 4a + 2a = 9a 
einungis talin saman a, sem eru hér samtals 9. Nii skyldi 
síðar koma það ástand, að a væri 12, þá segir þetta dæmi mér: 
3svar 12 og 4 sinnum 12 og 2svar 12 sé til samans 9 sinnum 
12, sem er 108. J>ar á móti verður ekki samaniagt 

3a + 4^» + 2c, 
því það er ósamkynja, meðan það er í bókstöfunum, þó það verði 
samkynja, þegar það er orðið að tölum. Ósamkynja er einnig 
3m + 4m^ og má ekki leggja saman coeíficientana þar í, því 
það verður hvorki Im né 7m^, eða neitt annað 7 sinnum. f>að 
verður því að skrifast hvað hjá öðru án samlagningar eins og í 
reikningslistinni ríkisdalir og skildingar. 3 rd. 4 skildingar má 
ekki samanleggjast þannig, að það sé 7 rd. eða 7 skildingar, af 
þvíþað er ekki samkynja, þó hvorttveggja sé peningar, en afþví 
það eru peningar, má það að eins skrifast hvað hjá öðru ellegar 
gjörast samkynja með kynbreytingu. 

22. Áð leggja saman tölur í ótilteknu tðUikerfi, svo sem : 
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6U»+ 


0U»+ 


7U + 


6 


8U»+ 


9U»+ 


4U + 


3 




6U»+ 


3U + 







4U'+ 


2U + 


1 




8U*+ 


OU + 


7 



Urlausn: 13U»+ 27U^+ 16U + 17. 
Sönniin: Samkynja stærðir eru hér samanlagðar; en ekki 
\erður kynbreitt ne lægri stéttir gjörðar að hærri stéttum, meðan 
menn ekki vita eða tiltaka, hvað margar einingar lægri stettar 
fylla eina af hærri stétt. 

Vilji eg láta þetta vera tugakerfi, þá er : 
13U»= m+ 3U» 
27U^= 2U-^+ 7U^ 

16U = U2+ 6U 

17 = U + 7 

U-*+ 5U='+ 8U^+ 7U + 7 
og er þessi summa sama sem 15877 i tugakerfi, eins og lagt 

hefði verið saman: 

5076 

8943 

630 

421 

807 







15877 








|>ar á 


móti ef 


13U3 + 27U2 ^ 16U + 17 œtti að vera 


i tylflar 


kerfi, 


þá væri 
13U3 


• 
• 

— u^ + u» 










27U^ 


— 2U» + 


3U» 








16U 




V' 


+ 4U 






17 






U + 5 






U* + 3U» + 


iV' 


+ 5U + 5 




sama 


sem 13455 í tylftarkerfi, 


eins 


og lagt hefði verið i 


saman : 






5076 












8943 












630 












421 












807 









13455 ( tylftarkerfi. 
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23. Frumsagnir. 

1. Jafnar stærðir lagðar við jafnar stærðir gefa jafnar summnr. 
t. d. 7 = 3 + 4 a = b + c 

6 = 5 + 1 d = e + f 

13 = 8 + 5 a'+ d = b + c + e + f. 

2. Jafnar stærðir lagðar við ójafnar, ellegar ójafnar stærðir lagðar 
við jafnar, gefa ójafnar summur; hið meira verður þar, hvar 
meira var samanlagt. 

10>4+5 a > b + c 

6=5+1 d = e + f 



16 > 9 + 


6 


20 — 12 + 


8 


12 < 14 + 


2 



a + d>b + c + e + f. 



a = b + c 
d <: e + f 



32 < 26 +10 a + d<:b + c+e + f. 

Merlíin <, minna meriíið, og >, stærra meriiið (Signaminoritatis 
ý majoritatis) tákna, að sú slærðin s5 meiri, sem opin snúa að, 
og sú minni, sem oddarnir snúa að. 

24. Yerlvefni. Að leggja saman viðkendar lölur. 
Úrlausn. Viðkendar tölur íinng. 5.) og margskonar leggjast sam- 

an eptir sömu reglum, að það, sem er sama kyns, er lagt sam- 

an, en ýmiskonar ritast hvað hjá öðru t. d. 

Lyfjavigt 6 ® 4 Únziur 5 Drökmur 2 Skrúplar 1 5 Grön. 

5— 3 — 4 1 12 — 

7— 3 — 3 2 8 — 

18^11 Unziur 6 DrÖhmur » Skrúplar 1 5 Grön. 
(15 + 12 + 8) Grön = 35 grön = 1 skrúpull + 15 grön. 
SkrúpuUinn legst við skrvplana. þá (1 + 2 + 1 +2) skrúpl- 
ar = 6 skrúplar = 2 drökmur. J>ær leggjast við drökmurnar 
(2 + 3 + 4 + 5) drökmur =14 drökmur = 1 únzia 6 drökm' 
ur. f/n2ianlegst við únziurnar (1 + 3 + 3 + 4) 'únziur = 
11 únziur. (7 + 5 + 6) « = 18 «. 

Frádragning (Subtractio). 

25. Orðþýðingar. Mismunur (Differentia) er sá samleggjandi, 
er með öðrum gefnum samleggjanda fyllir gefna summu. Hinn 
gefni samleggjandi heitir Frádragi (Subtrahendus), hin gefna 

2 



18 

summa heitir Minkandi (Minuendus). Að leita mismunarins 
heitir að draga frá (Subtrahere), og athöfnin Frádragning (Sub" 
tractio). 

1. Viðbót. Að draga frá, er þá af kunnugri heild oghenn- 
ar deild að Onna hennar fyliandi deiid. 

2. Viðbót. Frádragi og mismunur saraanlagðir eru jafnir 
minkanda. 

3. Viðbót. JMismunur dreginn frá minkanda gefur frádraga. 
26. Venja. Frádragningarmerkið er — (Minus); og þá stend- 

ur minkandi vinstra megin þess, en frádragi hægra megin t. d. 
8 — 5 = 3, er lesið: 8 mimis 5 er 3, eða 8 að frádregnum 
5 er 3. Talan, sem hœgra megin við — stendur, er œtíð frá- 
dragi . 

1. Viðbót. J>egar notuð eru merkin + og — , þá máfram- 
setja samband samlagningar og frádagningar í þessum þremur 
sögnum : 
I. m = 8 -\- d eða heild = deild + deild, 

II. m — ' s = d \ eða heild — deild = annari deild, 

III. m — d = 8 ] eða heild — fyllideild = deild. 

Hér þýðir m Minuendus, 8 Subtrahendus, d Differentia, og 
hvenær sem sú eina afþessum sögnum er sannleikur, þáeru þær 
allar 3 sannar; svo þar af má ætíð áiykta hinar tvær af einni 
þeirra, t.a. m. Ártal Krists er heild samsett af tveimur deildum: 
fæðingarártali manns og aldri hans ; þá má setja heildina jafna 
deildura sínum samanlögðum þannig : 

I. Ártal Krists = fæðingarártal + aldur. 

II. Árlal Krists — fæðingarárlal = aldur. 

III. Ártal Krists — aldur = fæðingarártal. 

Viti eg yíírstandanda ártal Krists og aldur minn, þa fæ eg með 
frádragningu fæðingarártal mitt eptir III; viti eg ártal Krists og 
fæðingarártal mitt, fæ eg með frádragningu aldur minn eptir II. 
Viti eg bæði fæðingarártal mitt og aldur minn, þá fæ eg ártal 
Krists með samlagningu eptir I. Vilji einhver hafa þetta dæmi 
í tilteknum tölum, þá sé ártal Krists = 1855, fæðingarártalið 
= 1788, þá er eptir II 1855—1788 = 67 sem eraldurinn. fá 
standa þessir þrír reikningar heima: 
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15— 8= 7 

16— 8= 8 

17— 8= 9 

18— 8= 10 

Hér vex subtráhendus, en mimienduB sleQdiir í stað. 

í5— 8=;; 7 

15— 9= 6 

15—10= 5 

15 — 11 = 4 
27. Verkefni. Að draga eina tölu frá annari f tugakerfi, 
einkum þegar tölurnar eru stórar. 

Úrlausn. Rila tölurnar hverja undír aðra, að samkynja einíngar 
verði hver niður undan annari eins og í samla^^ningu (20). Byrja 
síðan hægra megin að draga frá. Venjulegast er, að minuendus 
sé ofar, þar undir subtrahcndus, og svo fyrir neðan stryk diffe" 
rentia, þegar svo er niðurraðað, er frádrátturinn þannig, að efsti 
stafurinn verði jafn samtölu hinna tveggja neðri. Sé stafir jafnir 
í minuendus og subtrahendus, kemur o í differentiu. Sé minni 
stafur í minuendus en í subtrahendus, þá er tekinn til láns 1 
tugur þess einingakyns, sem þá er verið að draga frá; er sá 
tugur tekinn sem einn af næsta staf í minuendus vinstra megin. 
En sé þessí næsti stafur o, þá verður ekki af honum lánað, held- 
ur af þeim næsta staf vinstra megin, sem ekki er o, en öil milli- 
verandi o verða þá álitin sem 9, þegar seinna skal draga frá 
þeim, og stafurinn fyrir framan þau minkar um 1. Dæmi getur 
bezt skýrt þetta alt saman, auk þess sem það er nákvæmlega 
kent í öllum reikningsbókum. 

Dæmi. Frá 54876 skal draga 43974 þannig: 
minuendus 54876 Kveð svo að orði: 4 frá 6 eru 2, skrlfa 

Subfrahendu s 43974 2 neðan strykið, 7 frá 7 eru 0, skrifa 

Differentia 10902 0; 9 frá 8 verður ekki dregið, þá 

seg: 9 frá 18 er eptir 9, skrifa 9; 3 frá 3 (þar tekið var lán 
af 4) er 0, skrifa 0; 4 frá 5 eru 1. Eliegar eins og reglan er 
í ofanskrifaðri úrlausn, þá seg : 4 og 2 er 6, 7 og er 7, 9 
og 9 er 18, hvar sá til láns tekni tugur liggur í 4, 3 og er 
3, því búið er að skerða 4 um 1, 4 og 1 er 5. J>annig má 
draga frá með samlagningu, svo varla er þörf að læra frádragn- 
ingartöflu. 
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Annað dæmi: 
854620003 Kveð svo aðorði: 7 frá 13 er 6, 6 frá 9 er 3, 5 
648514567 frá 9 er 4, 4 frá 9 er 5, 1 frá 1 er 0, 5 frá 6 
206105436 ^^ ^j ^ ^^^ *^ ^^ ^i ^ ^**^ 4 erO, 6 frá 8 er 2. 

J>riðja dæmi: 
800304 g^^ ^^^, ^ ^^^ ^^ ^^ ^. 3 ^j.^ 9 er 6; 9 frá 12 er 

^"^^^^^ 3; 8 frá 9 er 1; 7 frá 9 er 2; 2 frá 7 er 5. 
521367 

Sönnun: Að samkynja einingar ritast iindir samkynja, leiðir 

af (14, 2), og (25), þar samleggjendur ekki geta gjört neina 

heild nema þeir sé samkynja, en í frádragningu er minuendus 

heildin, en subtrahendus og dijferentia deildir hennar. Að mink- 

andi er heild frádraga og mismunar, sést hér á dæmunum, t. a. 

m. því fyrsta: 

Subtrahendus 43974 



Dijferentia 10902 



I 



deildir 



Minuendus 54876 Heild. 

Lánlakan skýrist þannig: 

54876 = 54000 + 876 = 53000 + 1876 

43974 = 43000 + 974 = 43000 +974 . 

10902 = 10000 + 902 

Af54 þúsundum erhérlánað 1 þúsund til 876; vcrður þá 1876, 
þar sem áður var 876, og 53000, þarsem áður var 54000. þar 
samleggjanda röð má vera eptir geðþekkni (18), þá má flytjatölu 
úr einum samleggjanda í annan, svo sem hér úr 54000 í 876, 
án þess heildin 54876 raskist fyrir það. 

Að öll miliiverandi Núll, sem verða fyrirlántökunni, verðiþáað 
9, og næsti stafur fyrir framan þau minki um 1, skýrist þannig 
af þriðja dæmi: 

800304 = 800000 + 300 + 4 = 799000 + 1290 + 14 
278937 = 278000 + 930 + 7 = 278000 +930+7 

521367= 521000+ 360+ 7 

I>ar lána verður 1 tug til 4, tii að geta dregið 7 þar frá, þá 
verða eptir af 30 tugum einungis 29 tugír, og því koma 9 í það 
sætið, er var áður í, en 3 minka um 1. Eins þar lána verð- 
ur 1 þúsund af 800 þúsundum til 29 tuga, til að geta dregið 
93 tugi þar frá, þá verður 799 þiisund, þar sem áður var 800 
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þúsund; eru þá Ivö 9 komiu þar í slaðinn fyrir tvö Niiil, cn 8 
orðið að 7. 

Að summan af 799000 1290 og li sé = 800304 má og sjá 
með því, að leggja tölurnar saman: 

799000 

1290 

14 

80030 i 
28. Að draga fleiri tölur fra einni. 
Úrlausn. Venjulegasta aðferðin er,að leggja fyrst alla frádrag- 
ana saman og draga síðan summuna frá minkanda. f^etta er 
nokkur tvíverknaður; skemra verður, að leggja saman sér- 
hvert einingakyn í frádrögunum og draga summuna strax frá 
stafnum í minkanda, og ef þörf gjörist, taka til láns af liærra 
kyni svo margar einingar, að frádregið verði. fessar til láns 
teknu einingar ieggjast við fyrsta staf síns einingakyns, er sam- 
an skal leggja í frádrögunum, og verður þá stafurinn í minkanda 
látinn óskertur. 
Dæmi : 

88479 eða 33479 — 3103 — 13683 — 795 — 348 = 15550. 

3103 Mæl svo: 8 og 5 er 13, og 3 er 16, og 3 er 19; 

13683 frál9(í minkanda) erO, rita í mismuninn. 1 (tug- 

795 ur lánaður) og 4 er 5, og 9 er 14, og 8 er 22; frá 

348 27 í minkanda er 5, rita 5 í mismuninn. 2 lánaðir 



15550 og 3 er 5 og 7 er 12, og 6 er 18 og 1 er 19 frá 
24 í minkanda er 5, rita 5 í mismuninn. 2 lánaðir og 3 er 5, og 
3 er 8, frá 13 í minkanda er 5, rita 5. 1 lánaður og 1 er 2, 
frá 3 í minkanda erl,rita hann i mismuninn. f>að værigott að 
venja sig við að geta þannig frádregið í hinni kunngjörðu frá- 
dragningu, sem hér stendur hægra megin, án þess að þurfa að 
skrifa tölur upp, svo þær standi hver niður undan annari, eins og 
hér er vinstra megin. 

Sönnun: Samlagning frádraganna er hér auðskilin eptiráður- 
sögðum reglum. Lántakan þar á móti er þar í frábrugðin þeirri 
áður sögðu, að stafurinn í minkanda vinstra megin er ekki skcrt- 
ur, heldur í þess stað stafur í frádraganum aukinn ura sama, og 
kemur það fyrir eitt, þar lanið, sem rýra skal stafinn í minkanda, 
er einnig frádragi. 
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Takmarka útfærsla 
samlagningar og frádragningar. 

30. Vegna þess talnareikningurinn er reikningur tiitekinna 
stærða, þá vita menn œtið takmörkin milli samlagningar og frá- 
dragningar, og þekkja hvert sinn, nær við skai hafa hverja þelrra. 
£n þessu er opt öðruvísi varið í reíkningi ótiltekínna stærða, þar 
umsnúast stærðirnar svo, þegar minst varir, að samleggjendur 
verða að frádrögum, og frádragar að samleggjöndum, deildirnar 
vaxa og uppsvelgja heildirnar og verða sjálfarað heildum. Ileiid- 
irnar þar á mót minka og verða að deildum sinna fyrri deilda, 
sem nú eru orðnar heildir. Af þessu fer bæði addition og sw6- 
traction út fyrir takmörk sín, og inn á land grannkonu sinnar. 
]>etta gefur tilefni til aðgreiningarinnar í játnndi og neitandí 
stærðir, er sameiginlega kallast gagnstæðar slærðir. 

31. Orðþýðingar. Jálandi stærð (quantitas positiva) er sú 
slærð, er vex í þá stefnu eða horf, er raaður upphafíega í reikn- 
ingnum eignaði henni. . 

Neitandi stærð (quantitas negativa) er sú, er vex í gagn- 
stætt horf við það, er fyrst í reikningnum var eignað henni* 

Gagnstæðar stærðir (oppositœ) eru þær játandi og neitandi 
stærðir, eða sem hafa slík gagnstæð horf innbyrðis. 

Samhljóða stærðir eru þær, sem báðar eða aliar eru játandi 
cllegar neitandi, eða er hafa sama horf. 

32. Skýring. þannig er eign og skuld gagnstæðar stærðir. 
Ferð í norður og suður gefa gagnstæðar stærðir, eins í austur 
og vestur, eða yíir höfuð í gagnstæðar áttir. Sömuleiðis er 
hreifing upp og niður. Eins ^r talning áfram og taining aptur 
á bak. Eins ártöl fyrir og eptir Kristsfæðingu. Ilita og kiilda 
mælistig á hitamæli (þó hiti og kuldi í eðli sínu sé ekki gagn- 
stœðar stærðir, því kuldinn er raunar ekki annað en skortur hit- 
ans). í landafræði er norðurbreidd og suðurbreidd gagnstæðar 
stærðir, eins í stjörnufræðinni hæð og dýpt himintungla, norður 
og suður miðbaugsQærðir, o. fl. 

33. Venja. Játandi stærðir táknast n\eb'^(PIus) fyrirframan 
fiig, neitandi stærðir með — (Minus), En sé hvorki + né — 
fyrir framan, þýðir það +. 

34. Sk;^ring. Tiiefni þessarar venju er, að játandi stœrð- 
irnar eru optast samleggjendur, en hinar neitandi eru frádragar. 
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|>aiinig eru þá samleggjendur og frádragar gagnstæðar stærðir. 
Að í upphafi línu, ef ekkert af stærðinni er á undan gengið, eða 
eptir jafnaðarmerki er ekkert + skrifað, kemur af því, að allar stærðir 
eru játandi, þegar menn hugsa sér þær fyrst, en verða fyrst neit- 
andí, þegar þær umsnúast. Menn geta því kallað játandí og neit- 
andi stærðír réttar og umsnúnar stærðir, eða settar og baksnúnar 
stærðir. 

35. í tölulið (26) er sýnt, að mismunurinn minki, þegar 
minkandi stendur í stað, en frádraginn vex. Vaxi þá frádraginn 
svo, að hann verði jafn minkanda, þá verður mismunurinn = 0, 
svo sem: 

5 — 5 = 0. 
Vaxi frádraginn svo, að hann verði stærri en minkandi, þá um- 
snýst mismunurinn og vex í gagnstæða átt eða horf, svo sem: 

Frádragina 
[ sundrast 

5 — 6 = — 1 = 5— T"^^ = — 1 = — 1 
5 — 7 = — 2 = 5 — 5 — 2 =0- 2 = — 2 
5 — 8 = — 3 = 5 — 5 — 3 =0 — 3 = — 3 

þá er hér komin neitandi stærð, og teiknast með — til að sýna, 
að hún átti að frádragast, en gat ekki öli frádregizt, af því hún 
var ofstór, 5 — 6 varð frádregið, en ekki meira (hér talast um 
neðstu iínuna), 5 varð frádregið, en ekki 3 að auki ; til að tákna, 
að það h'ka álti að frádragast, en sé ófrádregið, skrifast það — 3 
(frádragningin er enn óframkvæmd), en 5 — 5 = 0, svo úr þessu 
verður — 3, en svo má sleppa 0, en skrifa að eins — 3. 
I>annig umsnýst mismunurinn og horfir gagnstartt hinum fyrri. 
Hér er og það, að deildin, sem er frádraginn 8, svelgir heiid- 
ina, sem er minkandinn 5 (5 — 5 = 0), og heimtar enn meira 
( — 3), og við það verður hann sjálfur (frádraginn) að heild, en 
minkandinn aptur sem deild hans (30). þegar nú 8 er hér orðið 
að heild, en 5 að deild, þá verða 3 að hinni annari eða fyllandi 
deild. En þessi umskipti heilda og deilda láta menn ekki blekkja 
sig, heldur halda fast við hina upphaflegu skoðun, að 5 sé heildin 
og 8 deildin, og þá — 3 (en ekki 3, það er + 3) hin önuur 
eða fyllandi deild. j>essi deild — 3 er þá álitin minni en 0, því 
menn útvíðka hina eðlilegu tainaröð, sjá töluliðinn (2), og lengja 
hana aptur á bak yfir fyrir eða undir 0, þannig: 
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4,-3,-2-1,0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5, +6, 



• • • • 



Hér er hia eðlilega talnaröð hægra megin við 0, og vex upp í 
hægri hönd, stefnan til hægri er þá su upphaflega, og tölurnar 
í henni positivœ eða seltar eða játandi og teiknast með +, sam- 
ber (31) og (33). |>ar á mót vaxa töUirnar vinstra megin við 
upp í vinstri hönd, sem cr gagnstœtt horf hinu upphaflega. I>œr 
eru því neitandi stærðir (31) og taknast með — , (33). Dér í- 
roynda menn sér tvær óendanlegar raðir: þá einu, sem er hin 
eðlilega talnaröð teiknuð með +, og hina aöra vaxandi í gagn- 
stœtt horf teiknaða með — . Miikim þessara tveggja óendanlegu 
raða stendur í miðju, sem hvorki er játandi né neitandi, og 
horfir í hvoruga áttina, ellegar eins vel bæði játandi og neitandi 
og horfandi i báðar. í þessari útvíðkuðu talnaröð kaliast nega- 
tifu stærðirnar minni en 0, tii þess að samhljóðun verði; því 
eins og að + 2 er < + 3, + 1 < + 2, < + 1, svo er 
það samkvæmt, að — !♦ sé < 0, — 2 < — 1, — 3 < — 2 o. 
s. frv. Sömuleiðis er oo (óendanlega stór) meira en allar end- 
anlegar játandi stærðir, minna en allar játandi stærðir, ncit- 
andi stærðirnar minni en 0, og loksins — oo (negatif ócndan- 
lega stór) minna en allar endanlegar neitandi stærðir. 

36. Af því sem sýnt er í (35), fá addition og subtraction 
Dýja þýðingu eða hugmynd. Addition er áframtalning, eðataln- 
ing í sama horf eptir hinni útvíðkuðu talnaröð ; subtractionin er 
apturábak talning eða talning í gagnslætt horf eptir hinni út- 
víðkuðu talnaröð. 
t. d. 4 + 5+G =15 

0+1+2+3+4, 

0+1+2 +3+4+5 A 

0+ 1+ 2+ 3+ 4+ 5+ 6, 

0+l+2+3+4+5+6+7+8+9,+10,+ll,+12+13+14+15. 

fetta er áframtalning. Eins 4 — 5 + 6 = 5 þannig hugsað: 

0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4 
— 5, — 4,— 3,— 2,-1, B 

0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6 



0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5 
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I>etta er áframtalaing í hinQi útvíðkuðu talnaröð, því 'stærðiraar 
vaxa í sama horf eptir henni í öllum þremur addendis, þó að 
miðtalan vaxi í gagnstætt horf eptír hinni óútviðkuðu. 
J>ar röð samleggjanda má vera eptir geðþekkni (18), þá á þetta 
að vera sama sem — 5 + 4+ 6 = 5 
— 5,— 4,— 3,— 2,-1, 

0,+ 1+2,+ 3 + 4, C 
0,+ í,+ 2,+ 3,+ 4,+ o,+ 6 

0,+ l,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5 
Eins er þetta samlagning : — 4 — 5 — 6 = — 15. 

-4,-3,-2,-1, 
-5,-4,-3,-2,-1, D 

- 6,-5,-4,-3,-2,-1, 

— 15,— 14,— 13,— 12,— 11,— 10,-9 —8,-7,— 6,-5,— 4,-3,-2,-1, 

Tölurnar vaxa hér allar til hægri eptirhinni útvíðkuðu talnaröð' 
og er því áframtalning eða samlagning. 

I>ar á móti er 9 — (6) = + 3 frádragning (kunngjörð frádragn- 
ing, er gefur sama sem 9 — 6 = 3, sem er algebraish sam- 
lagning). 

0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6,+ 7,+ 8,+ 9, 
+6,+ 5,+ 4,+ 3,+ 2,+ l, E 

+ 3,+ 2,+ l, . 

Gefnu tölurnar vaxa hér í gagnstæð horf, og er það tilbakataln- 
ing eða subtraction, Sama hefði framkomið af 9 — 6 með því 
að leggja saman játandi stærð 9 og neitandi stærð — 6 þannig: 

0,+ 1.+ 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7+8 + 9 

— 6,— 5,— 4,— 3,— 2,-1, F 

+ 3,+ 2,+ l, 

Hér sést þá, að negatif addendus gefur sama sem 'positif sub- 
trahendus, 

Sömuleiðis er 9 — ( — 6) = + 15 kunngjörð frádragning, 
þannig hugsuð : 

0,+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ ö,+6,+7,+8,+9, G 

0,-1,— 2,— 3,— 4,— 5,-6, 

+ 15,+14,+13,+12,+1 1,+10,+9,+8,+7,+6,+5,+4,+3,+2,+l, 

Gefnu tökirnar hafa gagnstœð horf. MinuendusyQ\\\\ hægri, en 
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sublrahendus tíl vínslri eptír iitviðkaðri talaaröð, þess vcgna cr 

það apturábaktalníng. 

Sama hcfði framkomið af samlagningu 9 -|- 6 = ISþannig; 

0+l,+2,+3,+4,+5,+6,+7,+8,+9 // 
0,+ !,+ 2,+ 3,+ 4.+ 5,+ 6, 

0+l,+2,+3,+4,+5,+6,+7,+8,+9,+ I0,+ ll,+12,+ 13,+ 14,+lð. 

Hér sést, að positif addendus gefur sama sem negatif suhtra- 
hendus. 
Loksins er — 9 — (— 6) = — 3 

-9,-8,-7,-6-5,-4,-3,-2,-1, ^ / 

0,— 1,— 2,— 3,— 4,— 5,— 6 

- — • — ~ 

0,-1,— 2,— 3. 

Minuendus vex til hægri, subtrahendus til vinstri, og er það 
aptnrábaktalning. Sama kœmi fram af — 9 + 6 eða ef lagt væri 
saman neitandi stærð — 9 og játandi stærð 6. 
— 9,— 8,— 7,— 6,-5-, — 4,— 3,— 2,— 1, 

+ 1,+ 2,+ 3,+ 4,+ 5,+ 6 K 

0,— 1—2 — 3. 
Hér sést það einnig, að positif addendus gefur sama sem 
negatif subtráhendus. |>ess vegna er 

-(— a) = + a 

-[-(-«)] =-« 
-|-[-(-a)]| =+« 
og yfir höfuð: oddatala af minusum er minus, en jöfn tala af 
minusum er Plus, J>etta má og skoða þannig: einu sinni um- 
snúið er öfugt, tvisvar umsnúið er rétt, þrisvar umsnúið er öfugt, 
4 sinnum umsnúið er rétt. Oddatala umsnýr, jöfn tala gjörir rétt. 

37. Verkefni. Að leggja saman töiur í hinni útvíðkuðu 
talnaröð. 

Úrlausn. Tölur með h'kum merkjum (svo sem + og + eða 

— og — ) leggjast saman, og summan fœr sama merki. Tölur 
með óh'kum merkjum (+ og — eða — og +) dragast frá, það 
er að skilja: minni talan frá hinni meíri, og summan fær merki 
binnar meiri. Hér á meiri og minni að skiljast eptir venjuleg- 
um hætti. 

Sönnun. Samhljóða stærðir, sem báðar bafa + eða báðar 
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— (31), hafa sama horf, og eru því einnig að horfinu samkynja, 
auk þess sera þær eru að öðru leyti samkynja, þær færa þá á- 
fram í sama horfið báðar, og sameinast hvor annari með nú- 
meriskri o: tölulegri samlagningu, eða samlagningu í venjulegum 
skilningi. Haíi þær + báðar, þá eru þær addendi, og sameina 
sig í einn addendus; haíi þær báðar — , þá eru þær suhtrahendi 
og sameina sig í einn subtrahendus, þess vegna fær og summa 
þeirra sama merki sem þær, því hún verður samkynja þeim, 
addendus ef þær eru addendi, og subtrahendus ef þær voru sub^ 
trahendi. Samber (36 A og D). Hér er addendus og subtra^ 
hendus *teku\r í óúlvíðkaðri merkingu. 

HaQ stærðirnar ólík merki, önnur + ^n hin — , þá eru þær 
gagnstæðar (31) og hafa gagnstæð horf, þó þær að öðru leyti sé 
samkynja. Hin minni færir þá aptur á bak úr því horfi, sem hin 
stærri færði í, og nemur þannig af henni svo mikið sem hún 
sjálf (hin minni) er stór til. Samber (36 F og Á'). f>ær sam- 
einast því með frádragningu í venjulegum skilningi eða núme- 
riskri subtraction (tölulegri frádragningn). S\\a1gebraiskas>i\mv[\dL 
þeirra verður þá þeirra númeriski mismunur, eða hinnar stærri 
fyllandi deild (25, 1) og merkið, sem sú algebraiska summa fær, 
verður það, sem sú fyllandi deild hefir, eða hið sama, sem sá ó- 
eyddi hluti hinnar stærri hefir, er hin minni ekki gat til náð, 
þess vegna einmitt merki hinnar stærri í venjulegum skilningi. 
Sé hinar gagnstæðu stærðir jafnar, þá eyða þær svo hvor ann- 
ari, að þeirra algebraiska summa verður = 0, og þarf ekkert 
merki að hafa. 
Ðæmi : 



+ 4 


4 


+ 4 


+ 5 


— 5 


— 5 


+ .8 


8 


+ 8 


+ 16 


— 16 


— 16 



+ 33 — .^,3 — 9 

þegar gefið er ártal Krists við einhvern tiltekinn merkistilburð, 
og frá þeim tilburði límabil til annars tilburðar, svo frá þeim 
öðrum til hins þriðja o. s. frv., þá verður ártal Krists við sein- 
ast talda tilburðinn = ártali Krists við hinn fyrsta að tillögðum 
öllum tímabilunum. Kú var Rómaborg bygð ár fyrir Guðsburð 
753, Alexander mikii dó 430 árum síðar; Trója var eyðilögð 
861 ári fyrr en Alexander dó, eptir því sem sumir skrifa. Cal- 
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marunionin skeði 2581 ári síðar en Trójavar eydd hér um bil, 
og einvaldssljórnin var innfærð í Danmörk 263 árum síðar en 
Calmarunionin gjörðist. Hvaða ár Krists var einveldið innfœrl í 
Danmörku ? 

Rómaborg bygð ár Krists — 753 

Alexander dó 430 ánim síðar + 430 

Trója eydd 861 ári fyrri — 861 bér um bil. 

Ca/marMníonm gjörðist 2581 ári síðar .... + 2581 nærfelt. 
Einveldi innfært í Danmörk 263 árum síðar 263 

Svar: ár eptir Guðsburð + 16G0 

Hér setjast tímabilin með +, sem vaxa eptir framskrið! tímans, 
en hin með — , sem vaxa móti framrás tímans. Summan + 
1660 verður þá samkvæm þessu og þess vegna stærð vaxandi 
eptir tímans rás, það er, að einveldið haQ verið innfært í Dan- 
mörk 1660 árum eptir (en ekki fyrir) Krists fæðingu. 

I>að kemur fyrir eitt íhvaða röð menn leggjaþetta saman (18), 
þess vegna hvort teknar eru samhljóða stærðirnar fyrst og lagð- 
ar saman, og síðan hinar gagnstæðu summur þeirra numericc 
frádregnar, sú minni frá hinni meiri, ellegar menn taka gagn- 
stæðu stærðirnar saman og draga þá minni numerice frá hinni 
meiri. þægilegt er, þegar tölurnar eru margar, að skrifa þær í 
tvo dálka þannig: 

+ - 

430 753 

2581 861 

263 1614 

+ 3274 

— 1614 

+ 1660 

Skip siglir frá einum stað rétt í suðaustur 41 mílu, það er 

frá höfuðáttunum 29 mílur til suðurs og 29 til austurs; svo í 

rétt suður 50 mílur, það er 50 mílur í suður og ekkert í aust- 

ur; svo í vestsuðvestur .13 míUir, það er 5 mílnr til suðurs og 

12 til vesturs; svo í vestur til norðurs 51 mílu, það er lOmíiur 

til norðurs og 50 til vesturs; svo í norður til vesturs 154 míl- 

ur, það er 151 mílu til norðurs og 30 milur til vesturs. Hvað 

er skipið þá langt burt frá sínum upphaflega stað eptir þeim 4 

höfuðáttum? Eg ætia að kalla + til suðurs og þá undir eins 
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— til norðurs; líka ætla eg að kalla + til austurs og þá — til 
vesturs. I>á er: 

í suður í austur 



SA 


41 míla — + 


29 mílur og + 29 mílur 


S 


50 mílur — + 


50 mílur mílur 


vsv 


13 roílur — + 


5 mílur og — 12 mílur 


V til N 


51 mílu — — 


10 mílur og — 50 mílur 


N til V 


154 mílur 


151 mílu og — 30 mílur 



— 77 mílur — 63 mílur. 
Skipið er þá komið 77 mílur til norðurs og 63 milur til vesturs 
frá sínum uppliaflega stað. 

Nú skyldi skipið sigla lengur, og fara þaðan, sem það er komið 
i suðsuðaustur 26 mílur, það er 24 mílur til suðurs og 10 til 
austurs, svo í vestur 13 mílur, það er ekkert í suður, en 13 í 
vestur; svo í suðaustur til suðurs 18 mílur, það er 15 mílur til 
suðurs og 10 til austurs; svo í suðaustur 58 mílur, það er 41 
mílu til suðurs og 41 mílu til auslurs; svo í noröur 13 mílur, 
það er 13 mílur í norður og ekkert í austur. Hvar er skipið 
þá eptir þessa siglingu? 

í suður í austur 

Skípið var komið == — 77 mílur og — 63 mílur 
SSA 26 mílur = + 24 milur + 10 mílur 
V 13 mílur = — 13 mílur 

SAtil S 18 mílur = + 15 mílur + 10 mílur 
SA 58 mílur = + 41 mílu + 41 mílu 

N 13 mílur = — 13 mílur 

SAtiI A 18 mílur = + 10 mílur + 15 mílur 



|>ar hinar algehraisku summur í báðum dálkunum eru = 0, þá 
er skipið komið aptur á sínar fyrstu stöðvar. 

J>að kennir siglingalistin og þríhyrningafræðin, livað liver ein 
skástefna á vissri fjarlægð færir langt burt frá höfuðáttanum. En 
sá sem ekki hefir þess háttar áhöld, getur samt mælt það með 
sirkli, ef hann kann að draga upp áttavitarósina (Compásinn). 
Sá hér sýndi reikningur er þó ekki nákvæmur, vegna þess þar 
er ekki gjört ráð fyrir, að jörðin sé hnöttótt, heldur flöt, hvað 
að vísu vel má takast, þegar ekki er um nema h'tið svæði að 
gjöra, svo að ávali jarðarinnar að mestu hverfi; en hér erskipið 
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látíð slaga um ofstórt svœði tíl þess. I>ó skakkar aðferð þessari 
iim míðjarðarlínuDa nærri ekkert, en þar á mót því meíra sem 
frá henni dregur. það á hér öidungis ekki við, að fara lengra 
inn í þetta efni. Tilgangur þessa dæmis er einnngis að gefa 
h'tiö sýnishorn af því, hvað tölvísin grœðir mikið við útvíðkun 
hinnar eðlilegu talnaraðar og við skoðun hinna gagnstæðu stærða. 
|>að er bæði í flóknum reikningum og í reikningi ótiltekinna 
stærða (Inng. 6), að menn öldungis ekki vita, hvoriim megin stærð- 
irnar eru við Núll, eða hvenær þær fara yflrum það, eða hverníg 
þær umsnúast. 

38. Verkefni. Að draga tölur frá í hinni úlvíðkuðu talnaröð. 

Urhuisn. Dreyt merkjunum í frádraganum í hin gagnstæðu, 
og rita hið nýja merki neðan undir hið gamla. Legg síðaa 
saman eptir liinum nýju mcrkjum samkvæmt (37) t. d. 
]. Samhljóða játandi 2. Samhljóða neitandi 

Minkandi + 9 Dæmið (36 E) Minkandi — 9 

Frádragi + 6 





Frádragi 




6 






Mismunur 


t 


3 




4. 


Gagnslæðar, 


játandi frádi 


•agi 




Minkandí 




9 






Frádragi 


+ 


6 





Mismunur + 3 

3. Gagnslæðar, neitandi frádragi 
Minkandi + 9 Dœmið (36 G) 
Frádragi — 6 

_+ 

Mismunur + 15 Mismunur — 15 

1. Sönnun. í fyrsla dæminu cr posifif subtrahendus + 6, en 
hann gildir sama sem negatif addendus (36 F). í öðru dæminu 
er negatif sublrahendus — 6, hann gildir því við positif adden-' 
dus + 6 (36 /i). þriðja dæmið er eins og hið annað, og 4. 
dæmið eins og hið fyrsta. 

2. Sönnun. 

Heild = Deild + Fyllideild (25 1) 
eða Minkandi = Frádragi+ Mismunur (25). 

1. dæmi 9 = 6+3 

2. — 9 = — 6— 3 

3. 9 = — 6 + 15 

4. — 9 .= 6 — 15 



Samanlagt eptír (37). 



I>essi sönnun sýnir, að sú tala, sem fundin er eptír framanskrif- 



* 
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aðri reglii, sé fyllingin eða fyllideildin milli minkanda og frá- 
draga, og þess vegna sá sanni mismunnr.^ 

Viðbót. Af (37) og (38) sést, að additio ogsubtractio erii sín 
á milli mjög líkar, og mismuna einungis þar í, að additio er á- 
framtaining, en subtractio talning aptur á bak (36). í bókstafa- 
reikningi, sem er reikníngur ótiltekinna talna (Inngang. 6), álízt 
a + 6 að vera summa tveggja talna a og b, meðan þær eru ó- 
lilteknar, en skeð getur, að þegar þær með einhverju móti verða 
fastsettar eða ákvarðaðar í tölum, að sú áður álitna samtalning 
verði að frádragningu ; og það verður, ef önnurhvor talan verður 
negatif,. Einnig getur það skeð, þegar til talnanna kemur, 
að önnurhvor eða báðar verði 0, og þá verður ekki af neinni 
samlagningu. far á mót álízt a — 6 að vera frádragning eða 
mismunur tveggja talna a og b. hvar af o sé hin stærri og b 
hin minni. En þetta getur ýmislcga farið, þegar tölurnar ákvarð- 
ast; það getur orðið úr því samlagníng, ef önnurhvor talan er 
negatif; það getur líka móti von manns b orðið stærra en a, og 
þa verður a — b negatif stærð. 

39. Orðþýðingar. Bókstafastærðir geta verið samsettar af 
ýmislegum liðum (Ternnni), sem greinast með + ^ða — . 

Monomium (einliðuð stærö) kallast sú bókstafastærð, sem ein- 
ungis hefir 1 llð, svo sem Aa^. 

Binomium (tvíliðuð), sem hefir Ivo hði, t. d. a + 6, eða 
a — b, eða 4«^ + 56. 

Trinomium (þríliðuð) hefir 3 liði, t. a. m. a + 6 — c. 

Polynomium (margliðuð) t. d. a + 6 + c + c?. Formulan 
í (9) hér að framan er polynomium. 

40. Verkefni. Að leggja saman bókslafastærðir. 

Url. Sé það positif monomia, þá e4' það áöur kent (21). 
En sé fleiraslags stærðir, þá takist allir þeir liðir saman, seni 
hafa sömu bókstafi meö sömu exponentum, og af þessum aptur 
þeir, sem hafa sama merki + eða — . Coefficientarnir í þess- 
um samkynja liðum leggist saman eptir (37); kemur þá fram 
coefficient summunnar; skrifast svo aptan við hann þeir tilheyr- 
andi bókstafir með þeirra exponentum. f>annig skal áfram halda, 
unz allir liðirnir í samleggjöndunum eru komnir í summuna. 
Sé þar og liðir, sem eru tómar tölur, leggjast þeir saman eptir 
sömu reglum. 
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Dœmi. Skuli lcggja saman: 
ba^c + 4ad + la^c — 4a'c — Sad + ^<^' 
llér er þægilegt að skrifa samkynja liðína hvern undir annan, 
6vo: 5a^c + 4aá 

la^c — Sad 
— 4a^c + ad 

Summa 8a^c — Zad 
Coefficientarnir + 5 + 7, — 4 leggjast saman eptir (37). 
Verður summan = + 8; það er þá samtals Sa^c, 
Sömuleiðis er + 4 — 8+1= — 3, það er — Zad. 
Verður þá aðalsumman 8a^c — 3ac/. 

2. dæmi. Ifd + Zxz — bd^ 

— Sfd — Ixz — Sd^ 

— Í2fd + Sxz + Wd^ 

— bfd + Axz — 2^2 
ÍSfd — Ixz + Ad^ 

Summa xz 

það er merkiiegt \ið þetta dæmi, að það gjörir ekkert til í sumni- 
unni, bvaða merkingu í tölum stafirnir f og d hafa, vegna þess 
þeir liðir vinna sig upp, sem þcir staOr koma fram í. jþað er 
annað merkilegt, að ef annaðhvort x eða z verður=o, þá verð- 
ur öll summan = o, hvað sem allir hinir stafirnir þýða. 

3. dæmi. Hvaða summa verður af því, þegar summa tveggja 
talna legst við sömu talna mismun? Kalla tölurnar a og b, þá 
verður summa þeirra a + &. Lát enn framar í þeim kunngjörða 
mismun a vera minuendus og b subtrahendus, þá verður a — b 
sá kunngjörði mismunur. Reikningurinn stendur þá svo: 

a + 6 
a — b 
2Ö 
Svarið verður þá : Summan verður œtíð = tvöfaldri þeirri töl- 
unni, sem í mismuninum var látín vera minuendus, Hin talan, 
sem er subtrahendus, gjörir ekkert til, heldur hverfur burt úr 
reikningnum. 

4. dæmi Höfum nú í sama dæmi tölurnar tilteknar. Setjum 
a = 174 og 6 = 98, þá verður 
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a + b = 174 + 98 = 272 
a — b = 174 — 98 = 76 

2a = 348 = 348 = (a + 6) + (a — b), 

Hér kemur það fram, sem bókstafareikningurinn sýndi, að summ- 
an er = þeim tvöfalda minuendus, því 2svar 174 er 348. 

5. dæmi. Höfum nú tölurnar aptur ótilteknar, en setjum þær 
sð sín á millí jafnar. I>á notast einungis annar bókstafurinn, 
svo sem a, þannig: 

a + 6 == a -^- a == 2a 
a — b — a — a= o 



(a + 6) + [a—b) = 2a = 2a 

Hér kemur það enn fram, að summan er = 2földum minu' 
endiis. 

Reynum nú að hafa b fyrir báðar tölurnar, þá verður: 
a+ö =ö+ö = 2ö 
a — b = b — b = 

(a + ö) + (a — 6) = 26 = 26 

Hér er enn summan = 2földum minuendus. 

6. dæmi. Látum í sama dæmi a vera = 0, en 6 vera ótiltekið ; 
þá er 

a + b =0 + 6= 6 

a — 6 =0 — 6 = — 6 



(a + 6) + (a — 6) = = 

Hér kemur enn sú fundna regla eða lögmál fram,þvítvisvar 
er 0. 

7. dæmi. Látum loksins minuendus vera negatif tölu, svo 
sem — 36, en subtrahendus ótiUekinn. 
a + 6 = — 36 + 6 
a — 6 = — 36 + 6 

(a + 6)+(a — 6)= — 72 

Enn kemur sama reglan fram, því tvisvar — 36 er = — 72. 

Sönnun úrlausnarinnar grundvallast á þeirri höfuðreglu, að alt, 

sem samkynja er, legst saman og dregst frá hvað út af fyrir 

sig, svo það verði í einu lagi. far sem tómar tölur eru, má 

alílaþær sem coe/jficíenía, hverra bókstafur þýði 1. Samber (14, 2). 

41. Verkefni. Að draga bókstafaslærðirfrábókstafastærðum. 

r 



Urlansn. Breyt merkjiiniim í subtrahendus i bin gagnstæðu. 
Legg síðan saman oplir (10), og far eplir nýjii mcrkjunum, sem 
skrifuð eru neðan undir bin gömhi. 

Dœmi. — 7/* + 3m — Sx Minuendus 

— C/* — 5771 — 2a: + 3(í ■— 8 Subtrahendus 
+ + + - + 

— f + 8m — ex — M + S Differentia. 
Látum nú f vera = 8, m = 7, á = — 10, en maðurskyldi 

ei vita, hvaða;væri, þá vcrður þetta í töliim: 

— 56 + 21 — 8æ; = — 35 — 8ar 

— 48 — 35 — 2a? — 30 — 8 = — 12Í — 2x 
+ + + + + + + 

^ ■ ■ I I ■ ■— - » 111 ■ — I- ■ -I ■ ■ I ■ - ■» m mm^^ * ■■ ■ ' ■ ■ ' I ■ I ■ I ^^^^ 

— 8 + 56 — 6a; + 30 + 8 + 86 — 6x. 
Hér keraur fyrir eitt, hvort lögð er saman hver h'na ser, eplir 

merkjunum, og síðan frádregið, ellegar menn leggja saman eða 
draga frá upp og ofan; mismunurinn verðiir alt af hinn sami. 

Sönnun. f>egar breytt er merkjnnum í frádraga, þá umsnýst 
hann eða verður öfiigur við það sem hann var, hann verður því 
nc^afi/' við sjálfan sig, og þegar hann þannig undirbúinn legst við 
minkanda, þá kemur það fram, sem áður er sýnt (36 F), að ne^ 
gatif addendus er sama sem positif subtrahendus, Menn geta 
einnig sannfært sig um, að sa þannig fundni mismunur sé rétt- 
ur, með því að leggja hann við subtrahendus, og á þá að koma 
fram minuendus (25 I), ellegar með því að draga hann frá n?í- 
nuendus (25. III), þá á að framkoma subtrahendus, Reynum 
eptir fyrri aðferðinni (25. 7) 

— 6/* — bm — 2a? + 3íZ — 8 Subtrahendtis 

— f + Sm — 6x — Zd + S Differentia 

— 7/" + 3m — Sx Minuendus, 

Viðbót. Stundum kunngjöra mcnn subtrahendus með því að 
loka hann inn í sviga, og rita minus fyrir fraraan. Menn gcta 
þá, einkum ef reikningurinn er ekki flókinn, dregið frá með því 
móti, að breyta merkjunum í subtrahendus í huga sér og leggja 
svo saman. 

Dæmi, hvar í eru tveir frádragar: 
37a — 5f — (3a —26 — 5c) — (6a — 46 + 3/i), 
má ef viU skrifa það upp þannig : 
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Zla — 5/^ — 3a + 26 + 5c — 6a + 46 — 3A = 28a -- 
5/* + 66 + 5c — 3/1. 
42. Fnimsagnir. 

1. Jafnar stærðir dregnar frá jöfniim stærðum gefa jafna mis- 
muní : 

a = 6 10 = 6 + 4 

m=n 7 = 6 + 1 

a — m= 6 — n 3 = 3 

2. Jafnar stærðir dregnar frá ójöfnum stærðum gefa ójafna 
mismuni; sá stærri mismunur verður þar, sem meiri var minkandi. 

a>6 10>6 + 3 

m= n 7 = 6 + 1 

a — m> 6 — n 3 > 2 

3. Ójafnar slærðir dregnar frá jöfnum stærðum gefa ójafna 
mismuni; hið meira verður þar, hvar minna var frádregið. 

a = 6 10 = 6 + 4 

m> n 7 > 3 + 2 

a—m<b — n 3<3 + 2 

4. Minna og stærra dregið frá stærra og minna gefur stærra 
og minna 

a>6 10>6 + 3 

m<: n 7<5 + 4 



a — m> 6 — n 3>1 — 1. 

43. Verkefni. Að draga viðkendar tölur frá viðkendum 

tölum. 

Úrlausn. Viðkendar eða fleirkonar tölur dragast frá þannig, að 

samkynja er dregið frá samkynja. i 

Dæmi. 

254 álnir 16 þuml. 10 línur 

32 20 8 



221 álnir 20 þuml. 2 iínur. 
Hér má hafa ýmislegar aðferðir. Hin venjuiegasta er að segja 
svo: 8 línur frá 10 er 2 h'nur; skrifa þær í mismuninn. 20 
þuml frá 16 verður ekki dregið, þá er venjulegt að laka 1 alin 
tíl láns af álnunum; hún er 24 þumlungar; hana má leggja við 
16 þumlunga, verður 24 + 16 = 40, þá drag 20 frá 40, er eptir 
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20 þuml., scm skrifast f misinuniDn. Uaunar er óþarQ að leggja 
saman 2i + 16, hægra er að segja: 20 þuml. írá 24 þumlung- 
um (sem er sú til láns tekna alín) er eptir 4, og þar tii 16 
þuml. er 20 þuml., því þegar 20 þuml. skulu dragast frá 24 -|- 
16, gildir einu, frá liverjum af þessum samieggjöndum er dregið, 
og er þa hœgast að draga 20 frá 24, en ieggja þá 4, sem af- 
gangs verða, við hinn samleggjandann 16, koma þá 20 þumlungar. 
Síðan dragast 32 álnir frá 253 álnum (þar búið er að lána af 
254), koma 221 aiin. Hér mátti h'ka draga 20 þuml. frá 16þuml. 
og lála verða negatif mismun = — 4 þuml., draga svo 32 áln. 
frú 254 álnum, koma 222 álnir ; en þá hefði mismunurinn orðið svo : 

222 áln — 4 þuml, 2 línur, 
sem strax má skrifa þanníg: 

221 alin 20 þuml. 2 línur, 
því sú eina alinin = 24 þuml., verður að skerðast um þá nega" 
tífu 4 þuml., svo þar af koma 20 þuml. J>annig má, þegar í 
mismuninum kemur negatif tala, eða — á eptir (þegar þú geng- 
ur frá vinstri til hægri), skerða töluna, sem þú ert raeð, um 1. 
Dæmi upp á þessa aðferð: 

4 faðmar » álnir 1 kvartil » þuml. 
3 2 2 5 

1 faðm. — 2aln. — 1 kv. — 5 
o: faðm. al. 2 kv. 1 þuml. 
Uérmábyrja frádráttinn vinstra megin,ogsvomæla: 3faðm. frá 
4 er 1 faðm, scm skrifast. Svo 2 alnir frá engri alin er — 2 
álnir sem skrifast. Svo 2 kvartil frá 1 kvartili er — Ikvartil, 
sem skrifast. Loksins 5 þumlungarfrá þuml. er — 5 þuml., 
sem skrífast. Síðan má snúa þessum minusum í plusa þannig: 
^krifaO faðm., en ekki 1 faðm, þar — 2 álnir koma á eptir, þær 
2 álnir frá 3 (sem í faðmi eru) gefa 1 al.; en þar — 1 kvartii 
kemur á eptir, skrifast al. fetta 1 kvartil frá 4 kvartilum (í 
alin) gefur 3 kvartil, en þar — 5 koma á eptir, skrifast 2 kvartil; 
þeir 5 þuml. frá 6 gefa 1 þuml.; skrifa hann, þar ekkert minus 
kemur á eptir. í staðinn fyrir að skrifa faðm og alin, mátti 
líka láta þau sæti auð, svo allur mismunurinn verður 2 kvartii 
og 1 þamlungur, og hann gat maður raunar skrifað strax, með 
því að líta fram undan sér, hvort lana mundi þurfa eða ekki. 
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Sá venjulegi ináti að reikna þetta dærai, er svo: 5 þuml. frá 
6 (lánað 1 kvartii) er I þumlungur, sem skrifast. 2 kvartil frá 
4 kvartilum (1 alin lánuð) er eptir 2 kvartil; en 1 kvartil var 
tekið til láns áður, og má því ekki bæta því þar við. j>ar skrif- 
ast því 2 kvartil í mismuninn. Svo 2 álnir frá 2 álnum, (því af 
3 álnum í faðmi, sem lána þarf, er tekinn 1), er ekkert. Og 
loksins 3 faðmar frá 3 föömum (því 1 faðmur var lánaður til 
alnanna), verður ekkert eptir. 

44. J>egar fleiri subtrahendi skulu frádragast, nota menn 
opt tugfyllingu (decadisk Complement) í stað aðferðarinnar (29). 
Tugfyllingin fœst með hægu móti, með því að byrja við vinstri 
hönd að draga hvern staf í frádraga frá 9, en seinasta staf, sem 
ekki er 0, frá 10, t. d. haíi maður subtrahendus 78080, þá 
í staðinn fyrir — 78080 
skrifa þegar 21920 Tugfylling. 

|>etta er sama sem þannig væri dregið frá : 

100000 
— 78080 

21920, sem er tugfylling tii 100000. 
í stað þess að draga 78080 frá þeim gefnu samleggjöndum 
ma leggja 21920 við, en draga 100000 frá, því 
— 78080 = — (100000 — 21920) == — 100000 + 21920 
eptir (41, Viðbót). En eplir á að draga 100000 frá summunni 
erhægt, því ekki þarf nema draga 1 frá hundraðþúsundastafnum 
eða þeirri einingastétt, sem tugfyllingin er lekin til. J>etta má 
kunngjöra með því að rita 1 (það er — l)framan við tugfylling- 
una, að það lendi í sœti þeirrar einingastéttar, sem tugfyllingin 
er tekin til, þannig: 

121920 
Síðan er alt lagt saman, en þessar negatifu einingar dregnar 
fra, hver í sínu sæti. Dæmið (29) verður þá þannig meðfarið 
og §kýrt: 
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7589 -= 7589 = 7589 

3891 = 3891= 3891 

789 = 789 = 789 

— 8i83= —(10000—1517) = —10000 + 1517 = 11517 
_ 235=— (1000— 765) = — 1000+ 765= Í765 

— 769= — (1000— 231) = — 1000 + 231 = 1231 

— 869= — (1000— 131) = — 1000 + 131 = Í131 

-- 13000 +14913 = 1913 

Eimingis dáliíiirinn næst hægri hendi þarf að skrifast. Einíng- 
ar tiigir oghimdruð í honiim leggjast saman eptir venjulegum hætti, 
verða þá geymd 3 þúsund til þúsundaraðarinnar. En þessar3þús- 
undirfallaburtvegna hinna ne^aí//'M 3þúsunda, sem komaí fjórðu 
röð; cn svo koma þar fyrir ofan 1+3+7=11 positif þús- 
undir, af þeim 1 1 skrifast þá 1 undir, eptir samlagningarregUim 
(20); er þá komin í summuna 1913, en tugastafurinn í 11 legst 
við nnitu röð. ^essl positifa eining 1 kemur þá saman við 1, sem 
þar er fyrir, og vinna þær hvor aðra upp, svo ekkcrt kemur þar í 
summuna. Verður þá summan 1913, eins og áður er fundið. 

Annað dæmi : 

4567 = 4567 I>egar negatifa stærðin — 7890 kemur, 

— 7890 12110 les eg að sönnu 7890, og hugfesti, svo 
5432 5432 eg ekki þurfi að lesa töluna í bókinni 

— 456 Í544 nema einu siuni. En þegar eg fer að 

25 25 skrifa hana, skrifa eg 2 fyrir 7, 1 fyrir 

— 2345 17655 8, og 1 fyrir 9, þar ekkert nema kem- 

46 46 ur á cptir, því þar dregst 9 frá 10, en 

— 38 Í62 ekki 9 frá 9. Að því búnu set eg í fyrir 

Í9341 framan í lOOOO** rúmið. Eins er farið 
** = — 659 með hinar negatifu stærðirnar. Að því 

búnu er ait lagt saman, en negatifu stafirnir 
dragast fra, kemur þá summan 19311. Er þá auðséð, að þ^ð er 
negatif stærð. Til að fá hana samhljóða, verður að minka ne- 
gatifa stafinn um einn, kemur þar þá 0: taka síðan tugfyllingu 
af hinum stöfunum, kemur þá 0659 sem er = — 659 því, 

19341 = — 10000 + 9341 = — 659. 
Sama surama — 659 kemur iit, ef lagðar eru saman positifu 
tölurnar sér, og negatifu sér þannig: 
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+ 4567 


— 7890 




5432 


456 




25 


2345 




46 


38 


+ 


10070 


— 10729 
+ 10070 

— 659 


J>riðja dæmi: 


. 


2467 — 


2467 


I>að kemiir fyrir eitt hvort— 1000 er 


311 — 


T689 


skrifað TOOO eða 19000, þvíT9000 


— 240 — 


1760 


er sama sem: 


— 200 — 

— 496 — 


1800 
1504 


10000 \ 
4- 9000 ) 


193 — 


1807 


1000 


800 — 


1200 


og að i 000 — — 1000 er aiið- 


— 1000 — 


iooo — 


Í9000 séð af Numeraiioninni (3) því í 


— 999 — 


ÍOOl 


þýðir negatif þúsundasta í sínu 


989 — 


1011 


sæli, ogþað er sama sem negatifa 



— 2761 3239 talan — 1000, því núilin gjöra 

ekki annað en fylla auðu sætin, svo 
að þúsundastafurinn fái sitt rétta sæti. fegar nú búið er að 
leggja saman, kemur summan 3239, og til að snúa henni í 
venjulega skript, minkar maður negatifa tölustafinn 3 um einn, 
(því hinir stafirnir lána af honum), skrifar síðan 7 fyrir 2, 6 fyrir 
3 og 1 fyrir 9, eins og áður er kent, hvað eð læra má af þessu: 
3239 = — 3000 + 239 = ( — 3000 

+ 239 
— 2761 

Standi sá negatifi tölustafur ekki fyrst í tölunni, verðuraðfara 
öðruvísi að : en það lærist með því, að rita töluna í tvennu lagi 
eins og hér var gjört. J>etta dæmi má og reiknast í fyrra dállí- 
inum eptir (28). En þá verður í þúsundaröðinni að draga 5 frá 
12, með því að taka eitt 10000 til láns, en skrifa það negatift 
til að taka hið ofaukna burt aptur, þar 

10000 lánað — 10000 = 
verður þá summan 

17239 = — 2761. 
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M a r g f ö l d u n, MuUiplicatio, 

45. Orðþýðingar. Sé í samlagningu allir samleggjendur 
jafnir sín á milli, og menn vita, hvað margir þeir eru, þá finna 
menn summuna með margföldun (MuHipUcatio). Heitir það verk 
að margfalda (muUiplicare). Summan heitir þa Framkvæmi (PrO' 
ductum, eða Factum). Einn af þeim jafnstóru samleggjöndum, 
eða þeirra semciginlega stærð, heilir Margfaldandi {3IuUipJican' 
dus), en lala eða sá kunnugi fjöldi samleggjandanna heitir Marg- 
faldi (MuUipHcator), Bæði margfaldi og margfaldandi heita sam- 
eiginlega Gjörendur (Factores) t. d. 5 + ^ + ^ + ^ =20. Hér 
cr 5 muUipJicandus , 4 er muUipJicator og 20 Froductum. 
I>etta kunngjörist þannig 4 x 5 = 20 eða 4 . 5 = 20. f etta 
má lesa þannig : 4 sinnum 5 er 20. í bókstöfum er a x ö = 
a , b — aö, samber (21). X eða . kallast margföldunarmerki. 

1. Viðbót. í margföldun er heildin skoðuð í jöfnum deildum. 
Hcildin er framkvæmi, en deildin margfaldandi, og deíldanna 
tala margfaldi. 

2. Viðbót. Með samlagningu finnast Framkvæmi eininga með 
einingum. J>ar af er margföldunartaflan (TaöuJa pytJiagorica). 
Hún byrjar með 2 . 2 = 4, og endar með 9 . 9 = 81. Svo 
tekur við stærri margföldunartaflan 2 . 11 = 22 og nœr til 9 . 
19 = 171. |>essar töflur læra menn utanbókar. 

46. Margfaldi og margfaldandi geta skipzt um. eða röð 
gjöranda má vera eptir geðþekkni, t. d. 3svar 5 er sama sem 
5sinnum 3. fví þar röð samleggjanda má vera eptir geðþekkni 
(18), eða má taka samleggjendur hverja fyrr og hverjasíðar eins 
og vill, þá má rita þetta dæmi svo: 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 j 

1+1 + 1 + 1 + 1=3.50: 3svar 5 

1 + 1 + 1 + 1 + 1 ) 

= 5 X 3 o: 5sinnum 3. 

S5 hér flatraðirnar samanlagðar, þá cr summan 3svar 5 eða 
3 . 5 = 15; sé standraðirnar samanlagðar, þá er 5sinnum 3 
eða 5 . 3 = 15. Nú er heildin hin sama, þess vegna: 3sinn- 
um 5 = 5sinnum 3, eða 3x5 = 5x3. 

Viðbót. |>egar notað er margföldunarmerkið, gildir þá einu, 
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hvort margfaldinn er ritaður hægra megin eða vinstra megin þess, 
Hingað til heíir hann hér verið scttiir vinstra megin. 

Almenn sönnun: 

1+1 + 1 h Addendi 

1 + 1 + 1 b Addendi 

a . 6 (== ah) o: asinnum b 

a Addendi 

6 . (í (= ba) o: 6sinnum a. 

Sé eins og fyrri flatraðirnar samanlagðar, þá er summan 
asinnum 6; sé standraðirnar samanlagðar, er summan ^sinnum a. 
þess vegna er asinnum b sama sem 6sinnum a. 

47. I>egar margfaldinn er kunngjörtframkvæmi, verður fyrst 
að margfalda með þeim eina gjöranda þess, og síðan það sem 
iit kemur með hinum öðrum. Ellegar margfalda saman fyrst 
báða gjörendur margfaldans og með því framkvæmi aptur marg- 
faldanda t. d.: 

(3 . 5) sinnum 4 = 3 sinnum (5 . 4), 
því /(3 . 5) . 4 þýðir að 4 skuli setjast 3svar 5 sinnum sem 
Addendus, það er: 

(3svar 5)sinnum 4=(4 + 4 + 4 + 4 + 4 eptir (45) 

4 + 4 + 4 + 4 + 4 
4 + 4 + 4 + 4 + 4 
í>að er í flatröðunum sama sem : 

5 sinnum 4 + 5 sinnum 4 + 5 sinnum 4 
eða þrítekíð 5 sinnum 4. 

En ef standraðirnar eru samanlagðar, þá er það (3svar 4) fimm- 
tekið, eða 5 sínnum (3svar 4). {>ess vegna: þrítekið (5 sinnum 
4) ersama sem 5tekið (þrisvar 4). far af leiðir, að fyrst verður 
að margfalda (hér 4) með þeim eina gjöranda margfaldans 3, og 
STO það útkomanda með hinum 5; ellegar fyrst með 5, svoþað 
sem út kemur með 3. 

Viðbót. Gjörendur mega umskiptast, hvaðmargir semeru, t. d. 

3 . 4 . 5 = 3 . (4 . 5) = 3 . (5 . 4) = 3 . 5 . 4 =(3 . 5) 

. 4 = (5 . 3) . 4 = 5 . 3 . 4. 
Yflr höfuð 
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= (a , c) , b = {c . a) . b = c , a , b. 

48. Verkcfni. Að margfalda tölu með 1, 10, 100, 1000, 
eða yfir höfuð með einingu hverrar stéttar sem er. 

Úrlausn. Rita svo mörg núll aptan við margfaldanda, sem þau 
eru mörg aptan við margfalda, t. d. 432 x 100 = 43200. 
Að þella sé margföldnn með 100, leiðir af því, að hver eining í 
432 verður við þctla tvcim stettum hærri en áður, og þessvegna 
hundraðföld við það sem hún áður var. Af 432 verða þá 432 
hundruð, það er: fjörutíu og þrjú þiisund og tvö hundruð (3). 

49. Verkefni. Að margfalda tölu með cínum tðlustaf. 
Úrlausn. Dagkvæmast er að byrja hægra megin og marfalda 

staf eptir slaf, og skrifa í Productið framkvæmi þeirra hvert fyrir 
sig. En verði af einhverjum staf framkvæmið tveir tðlustaOr, þá 
skrifasl ekki nema sá, sem stendur hægra megin, en hinn geym- 
ist í huganum (in mente) og legst við framkvæmi næsta stafs, 
sem á eplir kcmur. t. d. skuli margfalda 648083 með 7, þá 
gjöra menn það svo : 

648083 má og setja svo: 648083 ( 7 
7 4536581 



4536581 



Hér kveð svo að orði: 7 sinnum 3 er 21, skrifa einungis 1 
undir, en geym 2; 7 sinnum 8 er 56 og 2 geymdir er 58, 
skrifa 8, geym 5; 7 sinnum er og 5 geymdir er 5; 7 sinn- 
um 8 er 56, skrifa 6, geym 5 ; 7 sinnum 4 er 28, og 5 geymdir 
er 33, skrifa 3 og geym 3 ; 7 sinnum 6 er 42, og 3 geymdir 
er 45, skrifa nú 45, þar ekkert kemur a eptir. 

Sönnun. Eptir (45) er margfóldun ei annað en samlagning 
jíifnstórra samleggjanda, svo margra sem multiplicator tiltekur. 
Hér var muUiplicator 7, þess vegna skrifa eg multiplicandm 7 
sinnum, og legg saman þannig: 
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648083 
648083 
6Í8083 
648083 
648083 
648083 
648083 



600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 
600000 + 



40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 
40000 + 



8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 
8000 + 



80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 
80 + 



3 
3 
3 
3 
3 
3 
3 



4536581 = 4200000 + 280000 + 56000 + 560 + 21 

fessa sönnnn má og gjöra nieir alment gildandi með því að 
taka poJynomium, sem gildir fyrir öU töIukerG (9) 

hm cU^ + dU^ + cU'' + bU + a, 

og margfalda það með einhverri tölu, t. a. m. með 6, þá vcrður 
að margfalda hvern einasta hð með 6, þá verður 

6 (liUl^ h eU^ + dU^ + cU'^ + hU + a) 

= 67íZ7[i. h6eí7* + ^dU^ + ^cU^ + QbU + 6a, 

er sjá má, ef tekin er summan af 6 sh'kum jafnstórum addendis 
eptír (45) þannig: 

UU^ .... ^ eU^ + dU^ + cU^ + bU + a 
fcZ7(x..-- +eU^ + dm + cU^' + bU + a 
jf[7|j..... ^eU^ + dU^ + cU^ + bU + a 
/cOT-.--- +eU^ -^ dm + cm + bU + a 
liUl^"" +eU^ + dU^ + cU^ + bU + a 
]iU\^.... +eU^ -\^ dU^ + cU'^ + bÚ + a 
I^etta samanlagt eptir (22) eða (40) verður 

Q]iU\L \-eeU^ + edU^ + ecU^ + ebU + 6a. 

Eins er það, hvað margir som addendi eru; þess vegna ef 
multiplicator er = n, þá verður framkvæmið svo: 

nikW- h eU^ + dU^ + cU^ + bU + a) = 

nhW' h neU^ + ndU^ + ncU^ + nbU + na. 

f egar kunnug er umferðin í tölukerGnu, má snúa lægri ein- 
ingastettum í hærri, hvenær sem hinar lægri verða svo j^^ar, 
að þær fylli eina hærri. 

Skýring, f egar Polynomium eða fleiri bókstaGr eru innilok- 
aðir í sviga eða Parenthesin, þá merkir það, að öll sú parenthesis 
raeð sínu efni eigi að skoðast sem ein stærð eðatala vœri. Hér 
raerkir því 

6(/íOT- 1- eU^ + dU^ + cU^ + bU + a) 
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að fyrst eig:i að lcggja saman 

/fC/l^, ...• eU\ dU^ cU^, bU, a 
og margfalda síðan með 6. 

50. Lærdómsgrein. Kunngjörð snmma margfaldast með 
tölu, þegar sérhver hennar samleggjandi margfaldast meö töl- 
unni; eða polynomium margfaldast með tölu, þegar sérhver þess 
liður margfaldast með töhmni. 

Sönnun: I>ar samlcggjendur mega takast f röð cptir geð- 
þekkni í samlagningu (18), cn margfuldun cr ekki annað cn sam- 
lagning jafnstórra samleggjanda, hverra tala er multipHcator, en 
stærð mvUipUcandus (45), þá kemur fyrir eilt, hvort menn í 
samlagningu yfirfara liðina í polynomio eins og þcir slanda rað- 
aðir í því, og síðan taka hið annað og fara eins mcð það, og 
svo hverl eptir annað, og lata summuna alt af safnast, þangað 
til allir liðirnir eru samanlagðir, cllegar menn taka t. a. m. fyrsta 
liðinn í öllum þeim pohjnomiis og Icggja þá saman, og síðan 
hinn annan liðinn í þcim öllum, og leggja við þá komnu sumrau 
0. s. frv., unz allir samsvarandi liöir eru samanlagðir. 
I>essi lærdómsgrein framsezt þannig í bókstöfum : 
n{a + h + c +••••) = na + nb + nc + • • • . 
Sönnun með bókstöfum. a + 6 + c + ..•• er muUipUcan" 
dm og n muUipUcator. I>á er 
a + ö + c + •••. 
a + 6 + c + •• •• 
. a + & + c + •••• 



n Addendi 



Summa na -^-nb -{- nc-^ • • . . 
Sama kœmi fram, þó lagt væri saman þannig: 

a + ö + c....a + ö + c.... a + b + c n Addendi. 

fess vegna productið rétt. 

51. Lærdómsgrein. Tala margfaldast með kunngjörðri 
summu eða polynomio, ef talan margfaldast með sérhverjum lið 
|>ess, og þau framkvæmi (Partialproductin), sem þá fram koma, 
lcggjast saman. 
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VarlialproductiÖ 3531444 telurher ckki einingar fyrstu stétlar, 
heldiir annarar stðtlar cða tiigi, cins og þar stœöi 35344440. 
Eins er 5301 GGG sama scm 53016GGOOOO. Punktarnir, sem í 
dæminu standa, þyða 0, til að spara manni ómak að skrífa í 
auðu sœtin. Að GO sinnum 589074 sé = 35344440, leíðir af 
því að GO = 10 . 6 og 10 . 589074 = 5890740 eptir (48) og 
G sinnum, það er 353i44i0 eptir (49). Líkt er með seinasta 
pariiafproductiðj scm cr 53OI6GGO0OO. Loksins eru partialpro- 
ductin samanlogð cptir (20) og (51), því 589074 X 90067 = 
589074 X (90000 + 60 + 7). 

53. Verkefui. Að margfalda saman ótilteknar tölur eða 
bókstafaslœrðir. 

Úrlausn. 1. Monomia, Lík mcrki margíölduð saman gefa+, 
ólík merki gefa — . Cocjficient margfaldanda og margfaldans 
margfaldast saman; fæst þá Coefficient productsim, Bóksfafirnir 
skrifast liver við hliöina á öðrum úr margfalda og margfaldanda 
hver mcð sínum e.rponent, Sé það sami hókstafur sem er í 
margfalda og margfaldanda, þá styllist skriplin með því að rila 
stafina einu sinni mcð surarau exponenta hans í vísis stað. 

Dœmi og sönnun 

+ 3a X Ab = i2ab 
eða + 3a X + 46 = + Í2ab, 

Hér er merkið + hæði í margfalda og margfaldanda, það kall- 
ast lík merki (og eins, þó það væri í báðum gjöröndum — ). 
Productið verður þá her positifty því sá positifi multiplicandus 
erhérseltur (ekki burttckinn) svo opt margtekinn addendus, sem 
sá positifi muUipJicator hefir margar einingar. Sé nú t. a. m. 
3a eða + 3a multipUcandus, þa ætli, ef viðhöfð væri samlagn- 
ing, að skrifa + 3a svo opt sem + 46 hefir margar einingar, 
og leggja svo saman. þá sjáallir, að summan þar afyrðipos/ííf 
af þpim positifu addendis. þess vcgna á productið að vera 
positift, eða hafa sama merki sem allir addendi hafa, eða sem 
miiltipJicandus hefir. Setjum vér nú.að væri 
— 3a X + 46 = — 12a6. 

Hér cru merkin ólík, eða annað merki í þeim cina factor en 
í hinum; þá vcrður productið negatift; því ef skrifa œtti — 3a 
svo opt sera einingar eru í + 46 og leggja saman, þá fengi 
summan — cða yrði negatif af þeim negatifu addendis, I báð- 
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Reglan iiin exponentana sannast þanníg : 

m^ n X m^ n^. 

tetta er sama sem 

mmmn X mmmmnnn, samber (21). 
Vœri nú allir factorarnir skrifaðir, m sérílagi og n sérílagí, 
þá yrði framkvæmið 

= mmmmmmmnnnn 
og þá er skemra að skrifa 

m'^ n*. 
Af þessu er rcglan sönnuð : að lcggja saman exponenta hvers 
stafs sérílagi. 

1. Skýring. í (21) er svo að orði kvcðið: Bókstafur raeð 
vísi kallast vcldi (potestas), En nú þegar kunnngt er orðið af 
(45), hvað product þýðir, má þýða Veldi þannig: að það sépro- 
duct af jafnstórum töldum facfGrum, eða framkvœmi taldra jafn- 
stórra gjöranda, en tala þessara jafnstóru gjöranda heilir Yísir, 
eða Veldisvísir {exponens potestatis). jþannig var í dæminu Lér 
á undan 

m^ = mmmmmmm. 
Hér eru nefnilcga 7 jafnstórir gjörendur, sem allir eru = m, 
hver fjrir sig. 

2. Skýring. f þessum tölulið er svo að orði kveðið, að hinn 
positifi multiplicator setji, en hinn negatifi multipJicator burt- 
nemi multipUcandus, Til að skýra þetta betur, vil eg taka 
multiplica tora n a 

+ 3, + 2, + 1, 0, - 1, - 2, - 3 
og margfalda með þeim multiplicandus a, þá cr 

aX + 3 = + 3a= a -^- a -\- a 

ax + 2 = + 2a= a -^- a 

aX + l=+la= a 

a X = Oa = 

aX — 1= — la = — a 

aX — 2 = — 2a = — a — a 

aX — 3 = — 3a = — a — a — a. 
í>ar multiplication er samlagning jafnstórra taldra samleggjanda 
(45), en multipUcator er fjöldi hinna jafnstóru samleggjanda (sjá 
sama tölulið 45), þá er 
ax3 = a + a + a;0gax — 3 = — a — a — a. 
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Eins og hinn positifi multiplicator setur multiplicandus svo 
opt sem einingin er opt innifaiin í sjálfum honum {multipUcator) 
og gjörir úr multipUcandus eins margtekinn addendus sem ein- 
ingar eru margar í muUipUcator, svo hurtnemur hinn negatifí 
muUipUcator muUipUcandann svo opt sem einingin er innifalin 
í jnuUipUcator, og gjörir úr muUipUcandus eins margtekinn sub- 
trahendus sem einingar eru í muUipUcator. f>ess vegna verður 
a X — 3 sama scm — a — a — a. Eins gjörir negatif 
muUipUcator úr negatif muUipUcandus eins margtekinn subtra- 
Tiendus með því að snúa minusunum í plusa (4í). 

Til að sýna þessa snúninga, vil eg nú margfalda — a með 
multipUcatorunum 

+ 3, 4- 2, + I, 0, - 1, - 2, - 3 
þannig : 



a X + 3 ■— 


— 3a = — a — a — a 


a X + 2 — 


— 2a — — a — a 


a X + 1 — 


— ia — — a 


a X — 


Oa — 


a X — 1 — 


+ la \- a 


a X — 2 — 


+ 2a = + a + a 


a X — 3 — 


+ 3a — + a + a + a 



Af þcssum samburðum má nú sjá snúningana og burtnumn- 
ingarnar, sem hinn negatifi muUipIicator gjörir, og hvernig alt 
gengur til. MuUipIicator burtnemur muliplicandus líka, en 
sá er munurinn á þeim burtnumningum, að multiplicator burt- 
nemur og setur ekkert í staðinn, en hinn negatifi burtnemur fyrst 
og setur svo hið gagnstœða í staðinn. Aögæti menn það, að 
muUipIicationin er eins og fjöldi additiona ellegar subtractiona, 
taki svo positif multiplicator og subtráheri frá honum 1 aptur 
og aptur, þá sést, að hann gengur í gegnum og síöan til hinna 
negatifu stærðanna, og í því hann gjörir þetta, þá sniiast fram- 
kvæmin tíl hinna gagnstæðu stærðanna við þær, sem þau hofðu 
áður. I fyrra samburðinum snérist framkvæmið + 3a = a + 
a + a i hið gagnstæða — 3a = — a — a — a, en í hin- 
um síðara snérist framkvæmið — 3a = — a — a -— a í hið 
gagnslæða + 3a = + a + a + a, en þegar multiplicatorinn 
gekk í gegnum 0, gekk einnig framkvœmið í gegnum 0. 

4* 
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o + 
o + 


b 
b 


a» + 


ab 

ab + 6« 



2. Polynoniia. Sé sá eini /"cic/or polynomium, þá margfald- 
ast eptir (50) eða (51), en sé báðir gjörendur polynomium, þá 
margfaldast allur multiplicandus með sérhveijum lið í multiþli' 
eator og partialproductin leggjast saman. 

Sannast af (50) og (51). 

54. Ðæmi upp á margfaldanir bókstafastærða. 

f bólístafareikningi þarf ekki að byrja 
margföldun né samlagníngu bægra meg- 
in, því þar er ekkert að geyma (eða hafa 
in mente) eins og í talnareikníngi (49). 
A. a^ + 2a6 + b^ Hér má því byrja með því að segja: a 

sinnum a er á^, og a sinnum b er ab, 
þá er fengið fyrra partialproductið á^ + ab, því nœst er marg- 
faldað með b, og sagt: b sinnum a er ab (bezt er að rita bók- 
staOna í stafrofsröð) og b sinnum b er 6^; þá er komið síðara 
partialproductið ab + 6-; og svo er lagt saman. j>essi marg- 
földun táknast þannig: (a + 6) (a + 6) = a* + 2ab + 6« 
ellegar, þar báðir gjörendur eru jafnir, svo (a + b)^ = a* + 
2ab + 6^, samber (21). Sé I>etta enn margfaldað með o + 6, 
þá er það svo : 
a^ + 2ab + 62 

a + b Hér með íinst, að (a + 6)» 

«8 + 2a^b + a62 = a^ + ZaH + 3a6« + 6» 

a26 + 2a62 + l,s 



a^ + 3a26 + 3^6^ + 6^ .... 2?. 

Nú viljum vér finna (a — 6)^ og (a + 6) (a — 6) 
a — 6 
a — 6 



o« 




ab 

ab + 6« 






o« 


— 


2ab + 6« = 


= (a- 


- 6)* • • 


o 


+ 


6 






o 




6 






a« 


+ 


a& 

ab — 6« 






a» 




— ö« = 


o« — 


ft» — 



c 



4 • • < 



D. 



s 



«> 



f>essi ofanskrifuðu product eru þess verð, að meDn muni þau 
utanbókar, því opt þarf að nota þau í bókstafareikningi, svo sem 
til að leysa upp bókstafastærðír í factores, o. s. frv. I>anníg 
má lesa: 

{a + 6)2 = a^ + 2aö + b^. 

Kvaðrat binomii, eða binomium margfaldað með sjálfu sér, 
er jafnt hvaðrati hins fyrra liðar (a^) tvöföldu producti beggja 
líðanna {2ab) og kvaðrati hins síðara liðar (b^). Eins má lesa 
livaðratið^ þó binomium sé a — b, cða mismunur tveggja stærða; 
þar hafa liðirnir óh'k merki, verður svo miðiiðurinn negatif, en 
hvaðrötin bæði positif, þannig: a^ — 2ab + b^ eins og áður 
er fundið. Menn geta nefnilega skoðað (a — bf eins og það 
væri [a + f— 6)]^, þá er hvaðrat fyrra Hðar = a^; hið 2falda 
product beggja hðanna = 2a ( — b) = — 2a&, og hvaðrat 
síðara h'ðar = ( — b) ( — b) = + b^ == ö^, verður þá tilsamans 
a^ — 2ab + bK 

Margföldunin (a + b) (a — b) = a'^ — b^ má lesast þannig : 
Summa tveggja stærða margfölduð með sömu stærða mismun er 
jöfn mismun sömu stærða hvaðrata. 

Dæmi í tölum getur verið: 

(5 + 2) (5 — 2) = 52 — 22 = 7 . 3 = 21 
eða 7 X 3 = 25 — 4 = 21. 

Aptur á mót má eptir sömu reglu ætíð uppieysa kunngjörðan 
mismun tveggja hvaðrata i tvo kunngjörða factora, með því að 
mynda þann eina factorinn af summu, en hinn annan af mismun 
hvaðratvQ{QXím 9: talnanna, sem hvaðrötin eru tekin af t. a. m. 

122 — 92 = (12 + 9) (12 — 9) = 
144 — 81 = 21 X 3 = 63 

Með líkum hætti getur sá, sem kann utan að þau tiiheyrandi 
product í bókstöfum, ætíð uppleyst í faetora. 

o2 + 2aö + 62 :^ (a + b) [a + b) eptir A 

a2 — 2a6 + 62 = (a — 6) (a — 6) eptir C 

a^ + 3a26+ 3a62 + 6^ = (a + 6) (a + 6)(a+6)...- eptir^ 

a^ — 3a26 + 3a62 — 6^ = (a — 6) (a — 6) (a— 6) • - • eptir B 
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Trinomia margföldiið samao 
5a* — 2a^b + 4a^6^ muUiplicandu$ 
a^ -[_ 4^26 — 26'^ muHipUcator 

5a^ — 2aö6 + 4a^í^^ 

20aG6 — Sa'^^^ + IGa^ó' 

— 10a*^3 + 4a364 — 8^26*^ 



5a7 + iSa^ — Aa^O^ + 6^*6^ + ia^b^ — Sa^ó*^ 

í þriðja partialproductinu (sérframkvæminu) mátti ekki ieggja 
— 10a*6^ saman við stærðirnar þar fyrir ofan, sem telja o*6*, 
þar þær ekki eru samkynja; helclur átti — 10a*6^ í þriðja sér- 
framkvœrainu, saman við + 16a*6^ í öðru sérframkvæminu og 
er því lagt samanvið það. + 4a^^^ og — Sa^b^ cr ckki 
samkynja neinu, og skrifast út af fyrir sig. fað er einnig 
alhugavert, að summa exponenta stafanna er í hverjum lið í 
öllum muUipUcandm = 4 , og í muUiplicators\\^i\m\m == 
3. I>á kallast muUipUcandus homogen (samkynja) sjálfum sér, 
og eins muUipUcator samkynja sér eplir eöli sínu. |>á verður 
einnig framkvæmið samkynja sér; þar er summa vísanna í hverj- 
um lið = 7. þessi regla er optastnær gildandi í mælifrœðinni, 
þó að einnig beri við, að menn víki frá henni. 

Dæmi með ótiltcknum vísum. 

X -f- ax + a^x + a'^x • • • • + a x -\- a 
X — a 

x^ + ax""^ + a^x''-^ + a^x""-^ h a^-^or^+a^-^a; 

-_ ax""'^ - a'^x'"^ - a^x'''^ a^" V-a"-^a? - a" 

X n n » » » — a^ E, 

Dér er framkvæmið einungis = ;i'^ — a^' því aliir liðir þar 
ámilli eru uppgengnir. f>essi margföldun er lærdómsrík ogverð 
að muna, því hún yfirgrípur óteljandi tilfelh', af því exponent- 
arnir eru ótiiteknir en fylgja þó vissri reglu eöa lögmáii. Lær- 
dómur sá, sem hér í liggur, kemur opt til nota í mathematilc. 
MuUipUcandus er nokkurskonar Series (Talnaröð) með niðurstíg- 
andi veidum að því er x áhrærir, en uppstígandi að því, er á- 
hrærir a. f>að má einnig hafa endaskipti á muUipUcandiis ; þa 
verða veldin uppstígandi við x, en niOurstígandi við a. far sem hér 
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standa punktaraðir, þar a að fylla með liðum eptir li'kii formi, sem 
hinir liðirnir hafa, en þeir vísar, sem vanta, verða kunnugir, þegar 
hinir vfsarnir eru gefnir í tölum. 

Væri nú í þessu dæmi n = 7, þá væri framkvœmið x^ — a^, 
margfaldinn væri eins og áður x — a, en margfaldandi yrði þá 
x^ + ax^ + a^x^ + a^x^ + a*^^ _^ ^s^ ^_ ^c, 

Hér er í hverjum lið summa vísanna = 6, en í bókstöfunum 
var hún = n — 1. Setjum ver nú a = 1, þá fær sú S&Tie% 
þessa ásýnd: 

x^ + x^ + x'^ + x^ + .r^ + 1 
og S3^nist þá ekki vera homogen, en er það samt, því öll veldi 
af 1 eru =1. Alt eins má láta a vera negatifa stærð t. d. 

— I5 þá fær Smes þcssa mynd. 

^6 — a;5 _j_ ^4 — x^ -{- x^ — a? + l 

vegna þess að h'k merki margfölduð saman gefa +, en ólík — . 
{>á verður nefnilega ef a = — 1, hið annað veldi a^ = — 1 x 

— 1 = + Ij ogþriðja veldi a^ = — Ix — Ix — 1 = 

— 1 eða þar — 1 x — 1 = + 1, þá — 1 x — ■ 1 x — 1 
= + 1 X — l = — 1. 

Setjum vér í aðaldæminu E, n = 2 og a = — a, svo það 
verði neitandi stærð, þá verður í margfaldanda x^'^ + ax^'^ 

— X — 0LX^\ fleiri liði má þar ekki taka, þvi scries endar á 
liðnum a""^, sem hér er a eða — a með engum xfactor, 
sem er hið sama em o;^, sem er = 1, því 1 a? = a?, x x — 
x^y 0. s. frv., því eins og gjörendur íjölga með því að setja þá, 
8V0 fækka þeir með því að taka þá burtu (sem Ijósara verður 
síðar). Margfaldinn x — a verður nú x — ( — a) = o? + a, 
(36 K). Framkvæmið x^ — a° verður x^ — ( — a. — a) = 
x'^ — (+ a^) = x^ — a^. fannig er þá framkomin margföld- 
unin (x — a) (x -\- ol) = x^ — a^ eða product summu og 
mismunar sömu lalna er jafnt mismun sömu talna hvaðrata, 
eins og áður er fundið, þar sem í dærai stóð : (a + 6) (a — 6) 
= a^ — b^. fessi formula gelur létt reikning í töium, t. a. 
m. þar eru tveir vellir rétt ferhyrndir; sá eini 114 faðmar á 
hvern veg, en hinn 109 faðmar á hvern veg. Hversu stór er 
mismunur þeirra að fermáli? I>á segir í geometriu, að hann sá 
114^ — 1092, en eplir umtalaðri formulu er þetta sama sem 

(114 + 109) (114 — 109) = 223 . 5 = 1115 ferfaðmar. 



f>annig sest, að óliUekinna slærða margföldun getur hjálpaðtil 
að flnna alment gildandi setningar, einnig tii að uppleysa bók- 
stafastærðir i gjörendur, sem opt cr mikilsvert t. q. m.: 

16a?2 + Sxg + g^ =(4a?+ 9) (4a?+9) = (4a? + 9)« eptir A 
x^ — ^xg + ^g'' = (ar — 39)^ eptir C 

(^ + P)'- (^ - 9f= [{X + ^) + (^ - Í7)] [(X + g)-(x — g)\ 

= 2x , 2g = Axg eptir D. 

Hcr í liggur sá lærdómur: Hvenær sem menn hafa hið 4falda 
framkvæmi tveggja stærða, þá má snúa því í mismun tveggja 
hvaðrata, t. d. 

4.5.3 = 4xg, þá er 5 + 3 = 8, 5 — 3 = 2, þá og 
82 — 22 = 64 — 4. 

Setji menn nú hvaðröt fyrir x og g, og gjöri x = m^ og 
g = n^, þá verður seinasta formulan þannig: 

(m^ + n^f — (m^ — n^)^ = Am^n^ 
hér af leiðir: 

(m^ + n-)2 = (m^ — n^)^ + ^m^n^ 
Setji menn síðan m^ + n'^ = c, 2mn = a, og m^ — n*=6, 
þá verður 

c2 = a2 + 6* 

og kemur það til gagns í geometriu til að flnna alla svo nefnda 
sammælilega rétlhyrnda þríhyrninga (triangula rectangula ratio^ 
nalia) með því að setja hverjar tölur sem vill fyrir m og n, og 
reikna svo þar út af a, b, c, en m þarf að vera stærra en n. 
I>á verða a, b, c hliðarnar þríhyrningsins, en c verður sú, sem 
liggur andspænis hinu rétta horni. f>á verður t. a. m. 
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55. Frumsagnir. 

1. Jafnar stærðir margfaldaðar með jöfnum stærðum gefajöfn 
framkvæmi : 



a 




b 


m 




n 


am 


— 


bn 
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11=5+ 6 

7=3+ 4 



77 = 15 + 18 + 20 + 24 



12 = 5 + 7 
8 == 10 — 2 



96 = 50 + 70 — 10 — 14 
= 120 — 24 = 96 



15 = 14 + 1 
6 = — 4 — 2 



— 90 = — 56 — 4 — 28 — 2 

2. Ójafnar játandi stærðir margfaldaðar með jöfnum játandi 
stœrðum gefa misstór framkvæmi; hið stærra framkvæmi verður 
þeim megin, sem meira var margfaldað: 

a > b 12>5+6 

m= n 7=3+4 

am> bn 84 > 15 + 18 + 20 + 24 

3. Jafnar játandi slærðir margfaldaðar með misjöfnum játandi 
stœrðum gefa misstór framkvæmi ; hið stærra verður þeim megin 
sem með meira var margfaldað: 

a = 6 12 =7+5 

m> n 8 > 7 

am> bn 96 > 49 + 35. 

t>essa reglu má ætíð nota. En að þvf er neitandi jafnar 
stærðir snertir, þá snyst > í <, og < í >, yflr höfuð: þetta 
merkí snýst við 

— 10 = — 10 
8 > 7 



— 80 < — 70 

þegar stærðirnar skoðast með merki sínu, þá er — 80 < — 
70; en skoðist þær að burthugsuðu merkinu {danice: med Abs- 
traction af Tegnet), þá er 80 > 70 eptir hðfuðreglunni. þess 
vegna ef menn vita, að jöfnu stærðirnar eru neítandi, þá snúa menn 
merkinu við ; en viti menn það ekki, þá álíta menn þær sem +, 
og iáta höfuðregluna giida. 
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4. Jafnar játandí stærðir margfuldaðar með misjöfnum neit- 
andi snúa ckiii mcrkinu við, t. a. m.: 

12 = 12 

— 5 > — 6 



— GO > — 72 

Ilér er ■— GO > — 72; þctla loiðir af rcglunni 2 í þessari 
grein, með því að skipla um ^^jörendur. 

5. Jafnar neilandi slærOir margraldaðar með misjöfnum neit- 
andi stærðum snúa merkinu viö, svo sem : 

— 12 = — 12 

— 5 > — 6 

GO < 72 

Hér snyst merkið við, ekki fyrir þá skuld, að margfaldað er 
mcð misjöfnum neitandi stærðum, licldur vegna þess að þær 
margíöldnðu slærðir eru neitandi. felta lciðir af 4. reglu með 
því að abstrahera (burliiu^sa) w/inwsmerkið frá 12; þá hefði 
komið — GOog — 72 eins og dæmið þar sýnir. En eins og — 
72 er lengra frá lieldur en — 60 er frá 0, þá veröur eins, 
þegar — breytist í +, 72 iengra frá heldur en GO er frá 0, 
en stefnan verður hin gaí:nstæöa, og þá verður það stærra, sem 
áður var minna. Játaudi stærð er því meiri, sem hún er lengra 
frá 0, en ncilandi stærð því minni, scm hún er lengra frá 0. 

6. Jafnar neilandi stærðir margfaldaðar með misjöfnum ját- 
andi stærðum snúa einnig merkinu við 

— 12 = — 12 

6 > 5 

— 72 < — 60 

7. Jafnar neitandi stærðir margfaldaðar með misjöfnum stærð- 
um, ef ein þeirra er játandi, en hin neilandi, gjöra sama : 

— 12 = — 12 

6 > — 5 



— 72 < 


60 


— 12 


- 12 


- 5 < 


6 



60 > — 72 
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f>essir tölullðir 5, 6 og 7 geta inuibundizt í einni setningu. 
nefnilega: 

8. Jafnar neitandi stærðir margfaldaðar með misjöfnum,hvort 
sem þær eru játandi eða neitandi, eða sín með hverju merki, 
snúa meirleiksmerkiuu við. 

56. Verkefni. Að margfalda viðkendar og fleirkonar tölur 
raeð ÓYÍðkendri. 

Úrlausn. Margfalda fyrst minsta kyn með óviðkendu tölunni. 
Verðí framkvœmið svo stórl, að það fylli einingu, eina eða fleiri 
af næslhærra kyni, þá tak af framkvæminu svo margar einingar 
hærra kyns, sem verður, og shrifa afganginn í aðairramkvæmið, 
(eða undir minsta kyn í margfaldanda). Margfalda síðan næst- 
hærra kyn í margfaldanda, og legg við það, sem út kemnr, töiu 
hinna hærri eininga, seni fengnst úr minna kyni. l>annig skal 
áframhaida, hvað mörg sem kynin eru, að margfalda hvcrt kyn 
mcð margfaldanum, og leggja þar við einingar þœr, sem fást úr 
hinu minna kyni. 

fetta gjörist Ijósara meö dæmi. þar skyldi eiga að margfalda 
45 rd. AU 13/3 með 7, þá gjörist það svo: 

45 rd. 4 ?/ 13/3 ( 7 Hér má svo að orði kveða: 7 sinnum 

320rd. 3íí ll/i 13 er 91, en 91 /3 er 5 í^ (sem er 80 

/3) og 1 1 /3, sem skrifast undir skild- 
ingana; en bU geymist. þar næst 7 sinnum 4 ? er 28 mj^ og 
5 geymd er 33 í^. I>ar af má taka 5 rd. sem er 30 í^, verða 
eptir 3 y, sem skrifast undir mörkin ; en 5 rd. geymast. Nú fer 
eg að margfalda ríkisdalina, og segi 7 sinnum 5 er 35 og 5 
geymdir er 40 rd., skrifa einingastafinn undir ríkisdalina; en 
geymi 4 tugi; 7 sinnum 4 er 28, og 4 geymdir er 32, sem 
skrifast fyrir framan 0; verður svo aðalframkvœmið 320 rd. 3 í^ 
11/3. 

Sönnunin er her öldungis eins og í (49). 

þegar framkvœmi hinna margfölduðu kynja er stórt, og þarf 
aðvita, hvað margar einingar hærra kyns liggja þar í, þá þarfað 
hafa til þess deilingu, en hún verður síðar kend. pó mun það, 
sem hér er sagt, verða skiljanlegt án þess búið sé að kenna 
hana. Annars geta menn í bráð notað margföldun og frádragn- 
ingu, sem í rauninni er hið sama sem deilíngin, þó talnabrögð 
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sjálfrar deilingarinnaa gjöri verkið bœgra. f>að verk að snúa lægra 
kyni í hærra, einníg hærra kyní í lægra, kallast kynbreytíng* 

Dæmi upp á það, þegar margfaldinn er stór. 

Margfalda 14% 161óð 3 kvintin með 486. 

14% 161óð 3kvintin ( 486 Ilér má segja: 3svar 6 er 18, 
7058% 121óð 2kvintin skrifa 8 annarsstaðar (í hjá- 

ritnlngu), geym 1; 3svar 8 er 
24, og Igeymdur er 25, skrifa 5, en geym tvo ; 38var 4 er 12, 
og 2 geymdir er 14, skrifaH; erþá komið í hjáritnínguna 1458; 
þetta eru þau margfölduðu kvintin. Nú ganga 4 af þeim í 1 lóð, 
svo hér má aftaka 364 lóð, því 4 sinnum 364 lóð erul456kvint- 
in; ganga þá af 2kvintin, sem skrifast undir kvintinin i aðalfram- 
kvæmið. f>ví næst margfalda eg næsta kyn 16 lóð með 486, 
eða 486 með 16 eptir stærrl töflunni, og segi: 6 sinnum 16 er 
96, skrifa í hjáritning 6, en geymi 9, 8 sinnum 16 er 128 og 9 
geymdir erl37, skrifa 7 í hjáritning, en geymi 13; svo 4 sinn- 
um 16 er 64 og 13 geymdir er 77; skrifa þá; er svo komið í 
hjáritninguna 7776, þar við leggjast hin geymdu lóð 364, verða 
8140 lóð. Nú eru 32 lóð, sem gjöra 1%, og má hér aftaka 
254%, sem eru 81281óð, ganga þá af 12 lóð, en 254% geym- 
ast. f>au 12 lóð skrifast i aðalframkvæmið. Loksins margfalda 
eg 14% með 486 eða 486 með 14, og segi : 6 sinnum 14 er 
84, skrifa 4 i hjáritning, geymi 8; 8 sinnum 14 er 112, og 8 
geymdir er 120, skrifa i hjáritning, en geymi 12; 4sinnum 14 
er 56, ogl2geymdir er 68; þá er i hjáritninguna komið 6804; 
þar undir má skrifa 254 % geymd og leggja við, koma 7058 %, 
sem skrifast í aðalframkvæmið, svo það verður 7058% 121óð 2 
kvintin. 

Hér við má og hafa þá aðferð að dreifa margfaldanum, og má 
það ske með mörgu móti, svo sem: 

486 = 6 + 480 = 6 + 48 . 10 = 6 + 6 . 8 . 10. 

Hér má nefniiega fyrst margfalda með einingastafnum 6, og 
skrifa framkvæmið þar af með öUum þess kynjum. Svo má nota 
þetta framkvæmi aptur, og margfalda það með 8, þá er fenginn 
sá 48faldi multiplicandus. Síðan margfaldast hann með 10, þá 
er fenginn sá 480faldi muUiplicandus. Yið hann er lagður hinn 
6faldi muUiplicandus, sem áður er fenginn, kemur þá hinn 486 
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faldi multiplicandus, erfinnast áttí. I>essi margföldiinaraöferð er 
þá SYona á að sjá : 

14® 161óð 3kvint. (6(486 Hér margfaldast muUipli- 



87 S 41óð 2 kvint. |g 6 candus fyrst með 6 og 

697 A » .^Q ^^ fæst 87« 41óð 2 kvintin. 

6971 8 þetta marfaldast nú með 8 

7058» 12lóð 2kvint. og fæst 697» 41óð, en 

það strykast út, til minnis 
ura, að það eigi ekki að leggjast saman við hin önniir fram- 
kvæmi. Nú margfaldast 697» 4 lóð með 10, kemur 6971» 8 
Iqð, sem er hinn 480faldi multipUcandus ; og loksins er lagt 
saman hið 480falda og hið 6falda, en hlaupið yQr hið yfirstryk- 
aða, sem var hið 48falda. 

Fleiri eru aðferðir dreifingar; svo sem að leysa muHiplicator 
upp í factores, en ekki addendos, eins og hér var meðfram gjört. 
Í>egar þessi muUiplicator skal leysast upp í gjörendur, þá er 

486 = 2 . 9 . 9 . 3 = 9 . 9 . 6. 

|>etta síðara er hentugast, svo gjörendurnir verði sem fæstir, og 
undir eins verði hægt að margfalda með hverjum þeirra. Fyrst 
margfaldast 14» 181óð 3 kvínlin með 9, svo það, sem þá fram 
kemur, með hinum öðrum 9, og seinast það, sem þá út kemur, 
með 6. Hér er engin samlagning hinna sérstöku framkvæma 
viðhðfð. Reikningurinn er þá svona á að líta: 

14» 161óð 3kvint. (9 
130» 221óð 3kvint. (9 



1176» 121óð 3kvint. (6 
7058» 121óð 2kvint. 



Hafa má einnig við ásamt gjöröndunum hvort sem vill heldur 
samleggjendur eða frádraga; þá er t. a. m. 486 = 5.7.7. 
2 — 4. Hafl maður þessa dreifingu, þá er rcikningurinn svona 
á að Ifta : 
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14« IGlóð Skvint. (5 (486 = 5 .7.7.2 — 4 



72« I91óð Skviiit. (7 



508« lOlóð 1 kvint. (7 

3558 « 7 lóð 3 kvint. (2 

7116« 151óð 2kvint. 

— 58« 3lóð .) =4 (14« 161óð 3kvint.) 



7058« 12 lóð 2kvinlin. 



Einkum crii addendi og subtrahendi handhægir, þegar þelr 
eru = 1, því þá þarf ckki að margfalda með þeim. |>á má og 
líka nota iipp aptur margfaldanir, sem áður eru gjörðar. t. d. 
í sama dœmi: 

486 = 485 + 1 = 5 . 97 + 1 

= 5 . (32 . 3 + 1) + 1 
= 5 . (4 . 8 . 3 + 1) + 1. 

Her má fyrst 5falda muUipJicandus, svo 4falda það, sem út- 

kemur, þá 8fa!da og 3falda; því næst leggja þar við einfalt hið 

5falda; þá er búið að fullnægja '5 . (4 . 8 . 3 + 1). Loksins 

loggur maður hið einfalda þar við. Reikningurinn verður^þá 

svo: 

II 4 '^J^^^ó^ 3 kvint in (5 

72« 191óð 3kvintin (4 

(8 

(3 



290« 


1 lóð 


» 


2323« 


24 lóð 


» 


6971« 
72 


8lóð 
19 


t) 
3 


7043 
14 


27 
16 


3 
3 



= 5 (14« 16;ióð^3kvint.) 

= 1 (14« 161óð 3kvint. 
7068« 121óð 2 kvinlin. 

Bér mátti einnig gjöra báðar seinustu samlagningarnar í einu 
(sem œtíð er bezt að gjöra, þegar svo stendur á), þannig: 

6971« 81óð 

72 19 3 =5 (14« I61óð 3 kvint.) 

H 16 3 = 1 (14« 161óð 3kvint.) 

7058« 121óð 2kvint. 
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Deiling (Divisio), 

57. Orðþýðingar. Deiling er sú reikningsathöfn, hvar með 
rannsakað verðiir, hversii opt ein tala er innifalin í annari. Sú 
tala, sem þannig innifelst í annari, heitir deilir eða hluti (Divi" 
sor). Hin talan, sem innibindnr hana, heitir deilandi {Dividen- 
dus). En sú tala, sem segir, hvað opt deilir er innifalinn í deil- 
anda, heitir kvoti eða hlutatala (Quotiens). Stnndum ber það 
til, að nokkuð er umfram, og heitir það afgangur eða leifar 
{Eesiduvm). |>egar engar eru leifar, kallast að Divisor gangi 
upp í Dividendus, eða Dividendus sé MuUiplum Divisors, en 
Divisor kallast þá Mæiir {Mensurá) eða Submultiplum Dividendi. 
þetta hið sama gildirþá eins um Iwolann og Dividendus, þegar 
engar eru leifarnar, nefnilega að Dividendus er Muhiplum hvot- ö 
ans, og livotinn mælir eða Submultipfum Dividendi, Ur þess- 
um leifum (þegar þær eru), gjöra menn stundum brot, sem í 
rauninni ekki er annað en innfærsla nýmyndaðrar einingar, hvar 

um síðar talað verður. Deilingin táknast þannig a : b = c, ellegar: 

a 20 

—- = c; eða í tölum: 20 : 5 = 4, ellegar -z- = 4. Hér er 

o 

a eða 20 Dividendus, b eða 5 Divisor, og c eða 4 Kvotiens, 

Táknanir deilingar eru því tvœr: önnur tvíslingurinn (:), er þá 

deilandi ætíð á undan, en deilir ætíð á eptir; hin er töluskript 

fyrir ofan og neðan h'tið stryk; er þá deilandi œtíð fyrir ofan, en 

deilir ætíð fyrir neðan strykið. 

1. Viðbót. í deilingu er heildin skoðuð í jafnstórum pörtum. 
Heildin er þar Dividendus, í þessum dæmum a eða 20; hún 
inniheldur divisor b eða 5 nokkrum sinnum; þetta er hlutinn, 
sem í heildinni kemur jafn aptur og aptur. Hlutatalan er c eða 
4 og segir, hvað opt hlutinn innibindist í heildinni. Ef afgangur 
verður, þá er hann að sönnu (optasl) ójafn hinum pörtunum, en 
þeir hætta ekki að vera jafnir fyrir það, og það var alt af lil- 
gangur verksins að skoða hcildina í tilliti til hinna jöfnu part- 

' anna, en sá eini ójafni partur framkom eins og af tilviljun. 

2. Yiðbót. Sé deiling samanborin við margföldun, þá er: 

Productið sama sem dividendus, 
multiplicandus sama sem divisor, 
og multiplicator sama sem Tivotiens. 
Deilir og hvoti eru því Factores Dividendi, og þar factores 
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getaskípzt um, þá geiur multiplicandus oröið að hvota ogmulti' 
plicator að divisor. En ekkí geta menn í deilingunni eins hag- 
kvæmlega sem í margfölduninni skípt um factora, þar annar þeirra 
er að eins kunnur, en hinn ókunnur, ef ekki er búið að flinna 
hann. Einnig útheimtist til fullkomínna umskipta, að ekki sé 
afgangur, heldur að hann sé gjörður að broti. 

3. Viðbót. Sé deilíng samanborin \ið frádragningu, þáerhún 
sama sem fleiri frádragningar með jöfnum subtrahendis, á sama 
hátt, sem margföldunin er samlagning mcð jöfnum addendis. 
Dividendus er þá sá fyrsti minuendiis, en divisor er subtra- 
hendus, tekinn hinn sami nokkrum sinnum, og hvotinn er sú 

tala, sem segir, hvað opt subtrahendus er tekinn. ( dœminn 

20 
20 : 5 = 4 eða — = 4 er sii ítrekaða frádragning 

20 — 5 — 5 — 5 — 5 = 
eða 

20 — 5 = 15; 15 — 5 = 10; 10 — 5 = 5; 5 — 5 = 0. 

20 
Með umskiptum á gjöröndunum verður hér -j- = 5, það er 

20 — 4 — 4 — 4 — 4 — 4 = 0. 

4. Yiðbót. Eíns og af kunnugri heild og hennar deild má 
með subtraction finna þá fyllandi deild (25, 1.), eða eins og af 
summunni og hennar eina addendus má með subtraction íinna 
þann fyllandi addendus, svo má og af producti og þess eina 
factor, með division finna hinn annan factor. Með margföld- 
unarlöflunum (45, 2) má hæglega gjöra þetta við lölurnar fyrir 
innan 20. 

58. Sambönd margföldunar og deilingar, sem amtðluð eru 
í (57), eru framsett í þessum formulum: 



1, 

2, 


Product = Multiplicandus 
Dividendus = Divisor 


X Multiplicator. 
X Kvotiens. 


3, 


Dividendus = Kvotiens 


X Divisor. 


4, 

6, 

7, 


Multiplicator = Product 
Multiplicandus — Product 
Divisor = Dividendus 
Kvotiens Dividendus 


: Multiplicandus 
: Multiplicator. 
: Kvotiens. 
: Divisor. 



65 

E( afgangur er, þá er 

8, Dividendus = Divisor X Kvotiens + Eesiduum. 

9, Dividendus = Kvotiens X Divisor + Besiduum, 
tO, Divisor = {Dividendus — jResiduum) l Kvoiiens. 
ííj Kvotiens — (Dividendus — Residuum) : Divisor. 
12, Besiduum = Dividendus — Divisor X Kvotiens, 

58*.. 1. KuÐngjört framkvæmi deilist með tölu, þegar einn 

þess gjðrandi deilist með henní, en hítt heldur sér. 

2. Tala deilist með kunngjörðu framkvæmi, þcgar hún deih'st 

með einnm þess gjöranda, og sá hvotí aptur með öðrum gjör- 

anda, og svo hvað af hverju, unz búið er að deila með öilum 

gjörðndum deiiis. \ 

Hvorttveggja þelta sannast af (58, 2), þar sem stendnr : =* »* 

Dividendus — Divisor X Kvotiens, því sð þessir skoðaðir 

s«m framkvœmi, þá fær kvotinn einungis þá gjðrendur dividendi, 

sem divisor ekki hefir. I>etta táknast þannig með bökstofum : 

ahcd = a X bcd ef a er divisor 

ahed = ah X cd eí ah er divisor 

ahcd = ahc X d et abc er divisor, 

Hér af sést, að bæðí má í einu lagi deila með fleirum gjðr- 

ondum deilis, og h'ka með einum og einum, unz með ðli- 

um er deilt, því livotinn fær einungis þá gjörendur dividendi, 

sem divisor ekki hefir. Sama væri, þó tölur væri hafðar með 

margföidunarmerki á milli fyrir bókstaftna. 

Að fyrri reglan í þessum tðlulið gildir í ðllum þessum deíl- 

ingum, sést enn betur þannig: 

abcd = a X bcd 

má lesast a í a er 1 sinni, þá er hvotinn 1 bcd, en þar coeffici" 

entinn 1 er ekki skrifaður í bókstöfum, þá verður kvotinn = bcd. 

Hér var fyrst gjðrandi dividendi deildur með divisor. Sömu- 

leiðis 

abcd = {ah)cd = (ab) X cd 

iná lesast: 

(ah) i (ab) er 1 sinni, og kvotinn er = ícd — cd o. s. frv. 
Einníg má þannig sundra: 

abcd = (ab)cd = a X bcd. 
þettá má þannig lesa: 

a l (ab) er tsinnum, þá kvotinn b . cd ^ bcd. En alt af koma 

5 
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þeir gjörendur deilanda i hvotann, sem divUor ekki heðr. þess 
vegna tekur hvotinn ekki mótí neínum gjöröndum divisors. 
59. Yerkefni. Að deila tölu með einum tölustaf. 

IJrlausn. Byrja vinstra megin, og skrifa deilí þeim megln f 
boga. Sé deilir ekki stœrri en fyrsti stafur deilanda, þá deil 
deilandastafnum með deili, skrifa hvotann þar niður undan deii- 
andastaf fyrir neðan stryk. En sé deilir stœrri en fyrsti deilanda- 
stafur, þá deil tveimur fyrstu deilandastöfum með honum, og 
skrifa hvotann undir hinn síðara deilda deilandastaf. Geym af- 
ganginn, ef nokkur er, í huganum, ellegar (ef rúm er) skrifa 
hann fyrir ofan hinn síðara deilda deilandastaf. Les þenna af- 
gang eins og tugastafur væri framan við næstkomanda deilanda- 
staf, og deil þessum tveimur stöfum með deili, og skrifa hvoi- 
ann fyrir neðan strykið rétt niður undan þeim ny tekna deilanda- 
staf. Verði þar afgangur, geym hann eða skrifa fyrir ofan þann 
seinast deilda deilandastaf. þanníg skal halda áfram, unz allir 
staíir deilanda eru deildír. 

Ðæmi verður Ijósast hið sama, sem haft var til margföldunar í 
(49), því þá má saman bera mardföldun og deilíngu. 
Margföldun Deiling 

3 5 52 3 5 52 

648083 (7 Deilir 7) 4536581 Deilandi 



4536581 648083 hvati. 

Hér eru í margfölduninni ritaðír fyrir ofan margfaldanda þeir 
staflr, sem þá voru geymdir i huganum, og það liver þeirra upp 
yflr þeim staf, sem hann átti við að leggjast. t^essir hinir sðmu 
geymdu staflr i margfölduninni verða nii einnig þeir hinirsðmu; 
sem nú eiga að geymast i deilíngunni. Nú má i deiiingunni 
þannig taka til orða: 7 i 45 eru 6 sínnum; 6 sinnum 7 eru 42, 
frá 45 eru 3; skrifa 6 fyrir neðan strykið undír 5, en 3 fyrir 
ofan 5. jþessir 3 voru afgangurinn. þar næst segi eg : 7 í 33 
er 4 sinnum, þvi 4 sinnum 7 er 28, frá 33 er 5. Skrifa 4 undir 
strykið neðan 3, en 5 fyrir ofan 3. Siðan segi eg: 7 í 56 er8 
sinnum, þvi 7 sinnum 8 er 56 ; frá 56 gengur ekkert af; skrifa 
8 fyrir neðan, en ekkert fyrir ofan. t>ví næst segi eg: 7 f 5 er 
Osinnum, skrifa fyrir neðan strykið, en 5 fyrir ofan. '7 i 58 
er 8 sinnum, þvi 7 sinnum 8 er 56, frá 58 er eptir 2; skrifa 
8 fyrir neðan en 2 fyrir ofan. 7 í 21 er 35var, gengur ekkert 
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sinmim 7 er — 35, frá — 37 cr — 2; þann afgang skrlfa eg 

sem — 2 eöa 5 fyrir ofan. f>elta verö eg aö láta vera — 20; 

hefl eg þá — 20 + 6 = — 14; 7 í — 14 er — 2; skrifa a 

íkvólann. 5 sinnum 7 er = — 14, frá — 14 er 0. Nú kemst 

eg ínn á alfaraveginn aptur, en hefl fengiö tvo negatifa stafi i 

kvótann ð og i. Til aö koma þessu ( lag, verö eg aö suodra 

tðluna svona: 

700083 

— 50000 

— 2000 



648083 
Af þessu er auðsætt, að betra hefði mér verið, að fara ekkl 
út af venjulegu götunni, en að komast í þetta slangur. 

Sú höfuðregla, sem gefln var í þessum töhilið (59), má og vel 

víðhafast við alla deila fyrir innan 20, ef notuð er stærri margföld- 

unartaflan. Til samanburðar margföldunar og deilingar er hér í 

þessutilliti sett hér dæmi upp á margföldun og deiling með 14. 

Margföldun Deiiing 

10 5 8 11 10 5 8 11 

57358 (14 14) 803012 



80301 2 57358 

Yið margföldunina má svo taka til orða: 8 sinnum 14erll2, 
skrifa 2 undir 8, en 11 geymda yfir næsta staf 5; 5 sinnum 14 
er 70, og 11 geymdir er 81; skrifa 1 undir 5, en 8 geymda 
yfir næsta staf 3; 3svar 14 er 42, og 8 er 50; skrifa 0, en 
geym 5 eða set þá yfír 7; 7 sinnum 14 er 98, og 5 er 103, 
skrifa 3, en geym 10; 5 sinnum 14 er 70, og 10 geymdir er 
80, skrifa 80. 

Yið deilinguna má svo taka tíl orða: 14 f 80 er 5 sinnum; 
þvf 5 sinnum 14 er 70, frá 80 ganga af 10; skrifa 5 undir 0, 
en 10 yflr 0, eða geym í huga. 14 f 103 er 7 sinnum; því 7 
sinnum 14 er 98; frá 103 er 5, set 7 undir 3, en5yfir 3, eða 
geym í huga. 14 í 50 er 3svar, því 38var 14 er 42, frá 50 er 
8; set 3 undir 0, en 8 yfir 0; 14 f 81 er 5 sinnum, skrífa 5 
fyrir neðan 1, en llfyrir ofan. 14 í 112 er8sinnum, skrifaS. 

það er stundum óhentugt að skrifa þessar tölur fyrir ofan; 
og þess vegna er það bezt að temja sér að geyma þær f hug- 
anum. 
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meira en 20 f deilanda, þá verður að taka 4 stafl í sérdeilanda; 
set eg þá punkt fyrir ofan 5, svo sérdeilandí er 2005. I>vf nœst 
fer eg að flnna fyrsta kvótastaflnn þannig: 2 { 20 er lOsinnam, 
en kvótastafurinn má aldrei vera meiri en 9. Eg eyk fyrstastaf 
deilísum 1, og 3 í 20 er 6 sinnum. |>á sést, að kvótastafuriDQ 
verður að vera mílli 10 og 6. f>etta lciðir af því, að þegar eg 
svona eyk deilisstaflnn 2 um 1, þá gjöri eg ráð fyrir, að deil- 
irinn sð 300 f staðinn fyrir 254. £g set, að kvótastafurina sð 
8, (mitt á milli 10 og 6, þar 250 liggur hér um mitt á miili 
200 og 300), og segi: 8 sinnum 2 er 16, frá 20 er 4. þessa 
4 ímynda eg mér framan við það (híð síðara), er þá kemur 
nœst i dividendus. t>á : 8 sinnum 5 er 40, frá 40 í dividendus, 
er ekkert afgangs. £r þá ekki meira eptir af sérdeilanda en 5. 
|>á 8 sinnum 4 er 82, frá 5 í sérdeilanda verður ekki dregið. 
I>á er 8 of stór kvótastafur. £g tek þá 7 fyrir kvótastaf, og 
margfalda deilinn með honum framan frá: 7 sinnum 2 er 14, 
frá 20 er eptir 6; þá kemur næst 60; 7 sinnum 5 er 35, frá 
60 verða tveir stafír afgangs, og þá er ætíð kvótastafurinn ekki 
of stór. Hann er heldur ekki of lítill, þar sá næsti fyrir ofan 
hann var of stór. Hann er þá sá rétti. f>ess vegna skrifa eg 
hann í kvótann og margfalda deilinn með honum, og segi: 7 
254) 2005584 (7 sinnum 4 er 28, skrifa 7 undir 5 í 

1778. sérdeilanda, geymi 2; 7 sinnum 5 cr 

2275 35, og 2 er 37, skrifa 7, en geyml 3. 

7 sinnum 2 er 14, og 3 er 17, skrifa 
17. Er þá komið framkvæmið 1778; það dreg eg frá 2005, 
verður eptir 227, sem er og á að vera minna en deilirinn. f>ví 
næst færi eg ofan tíl afgangsins næsta staf deílanda 5, verður 
þá annar sérdeilandi 2275. Til að ákvarða kvótastaf þar úr, 
segi eg: 2 í 22 er 11 sinnum; 3 í 22 er 7 sinnum. Eg reyni 
kvótastaflnn 9, og segi: 9 sinnum 2 er 18, frá 22 er 4, þá er 
næst 47, 9 sinnum 5 er 45, frá 47 er 2; þá næst 25; 9 sinn- 
um 4 er 36, frá 25 verður ekki dregið. 9 er þá of stór kvóta- 
stafur. þá reyni eg 8, og segi: 8 sinnum 2 er 16, frá 22 er 
6; þá er næst 67, 8 sinnum 5 er 40, frá 67 er mikið eplir, 
(tveir stafir), kvótastafurinn er 8. 
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251 ) 2005584 = 1778000 + 208200 + 22860 + 1524 
7896 = 7000 + 800 + 90 + 6 
Ef deílír byrjar með 1, þá segir 8tœrrí margföIduDartaflan vel 
til kvótastafanna, t. d. 

1974) 1164924516 (590134 Ilér má scgja: 19 í 116 er 6 

9870 sinnum; 20 í 116 er 5 sinn- 

17792 um. Takmörkin cru þá 6 og 5. 

17766.... Eg reyni 6. 6 sinnum 19 er 

2645 .. 114 frá 116 eru 2. 6 sinnum 

1974 .. 7 er 42, frá 24 verður ekki 

6711. dregið. I>á er kvótastafurinn 5. 

5922. I>á margfalda eg deilinn með 5 

7896 og dreg frá 11649, verður af- 

7896^ gangs 1779, færi niður 2, svo 

verður sérdeilaudi 17792; segi 

19 M77 er 9 sinnum, því 9 
sinnum 19 er 171, frá 177 er eptir 6; kemur næst 69. p& 9 
sinnum 7 er 63, frá 69 er 6; 9 sinnuni 4 er 36, frá 62 eru 2 
slafir; svo 9 er ekki of stór kvótastafur. Eg margfaWa deilinn 
með honum, dreg frá, og fæ afgang 26. þangað fœri cg niður 
4, svo serdeiiandi verður 264. En deilirinn cr engu sínni inni- 
faiinn í því, skrlfa eg því í kvóta, færi svo strax niður annan 
slaf til, nl. 5, SYO sérdeilandi verður 2645. J>á segi eg: 19 í 
26 er 1 sinni, þá má skrifa 1 í kvóta; skrifa deilinn undir, 
draga frá; fæst afgangur 671, fær ofan 1 iir deílanda, verður 
sérdeilandi 6711. 19 í 67 er 3 sinnum, því 3svar 19 er 57, 
kvólastafnrinn er 3. Far svo að framvegis cins og áður er sagt. 
Menn geta einnig prófað kvótastafina nokkurn veginnmeð því, 
nð margfalda með þeim nokkra, svo sem þrjá stafí framan af 
deilinum og ganga í þeírri margföldun frá liægri hcndi til vinstrí 
eins og venjulegt er. [>annig hefði cg í þessu dœmi getað próf- 
að fyrsta kvótaslaOnn 6, með því að margfalda 197 x 6= 1182 
og þá séð, að það var of stórt til að dragast fra 1164, og þess 
vegna hlaut 5 að vcra sá rétti kvótastafur. 

j>egar deilir er mjög stór, en þó einkum ef deilandi er mjög 
stór, ellegar ef opt þarf að deila með sama deili; þá er tilvinn- 
anda fyrir fram að tilbúa töflukorn, sem innihaldi 1, 2, 3, 4, •• • 
Ofaldan deilinn, t. d. ef deila skyldí: 



7$ 



8775717849162 : 89061032 



1 89061032 


2| 178122064 


3 267183096 


4 356244128 


5 445305160 


6 534366192 


7 623427224 


8 712488256 


9 801549288 



89061032)8775717849152(98536 
801549288... 



760224969 . . 
712488256.. 



477367131 . 
445305160. 



320619715 

267183096 

534366192 

534366192 



í töflunDi má prófa hið Sfalda með því að leggja saman hið 
Ifalda og 2falda, hið 4falda með því að 2falda hið 2falda; eins 
hið 5falda = (3 + 2)falt; hið 6falda = (3.2)falt; hið 7falda== 
(3 4. 4) f.; hið 8falda = (2.4) f., og hið 9falda =(3.3) 
f.; og allsstaðar með einhverri addition. Hér þarf þá ein- 
iingis að leita upp í töflunni tölur þær, sem jafnar eru eða 
næstminni en sérdeilandi, og skrifa þær undir hann, og draga 
frá; en skrifa í kvótann um leið tölustaf þann, sem stendur út 
undan hinní teknu tölu í töflunDi. 

61. Pæmi upp á það þegar afgangur verður: 



114 3 8 14 

9) 19037623 
2115291 



723) 99548430 (137688 
723.... 



2724... 
2169... 



5558. 
5061. 



4974. 
4338. 



6363 

5784 

5790 

5784 



f fyrra dæminu er afgangurinn 4, getur maður þá annaðhvort 
skilið svona við, og skrifað ekkert brot, en notað afganginn eptír 
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geðþekkni, ellegar skrifaö aptan viö kvótann brot V9, nefnilega: 
afganginn fyrir ofan strykið, en deilinn fyrir neðan; og er það 
þá lesíð: fjórir níundu partar. Maður býrsértii, nefnilega, n.Ýja 
einingu, sem heitir Níundi partur (það er að skiija úr tOlunnar 
einingu), er þá hver eining tölunnar deild í 9 jafnstóra parta, 
eins og hér hefði staðið: 

9) 19037623 = 19037619 +1 + 1 + 1 + 1 
2115291V9 = 2115291 + Vö + Vs + V9 + V» 

Eíns er í seinna dœminu: 
723 )99548430 =99548424+ 1+1+1+1+1+1 

137688^723= 137688 + V723 + V733 + V723 + V7a3+V723+V7« 

Hér var afgangurinn 6, en brotið V723 eða 6 sjöhundruö tult- 
ugustu og þriðju partar. Sumt i þessum articula verður Ijósara 
af eptirfylgjandi theoremi. 

61. p. Theorema, Polynomium deilist með tölu, þegar 
sérhver þess liður deilist með henni. 

Sönnun : 

M a + 6 + c + á + € 

n n 

= a + 6 + c + íí + e 
n n n n n 

því nM na nb . nc nd ne 

n n n n n n 

M = a + b + c + d + e (58,6) 

62. I>egar er aptan við divisor, þá má skera þau aptan 
af, hvað mörg sera eru, og þá eins marga stafi aptan af divi" 
dendus. En verði afgangur í dividendus, þegar komið er aðaf- 
skurðarstrykinu, þá skrifast sá afgangur ásamt hinum afskornu 
stöfum í brot fyrir ofan stryk, en allur deiiirinn undir, t. d. 

789456 : 6000 

6J000) 789|456 Hér er þá einungis deilt með 6, en 

131^*^^/6000 að öðru ieyti aðfarið eins og nú var 

sagt. 
I>egar eru bæði aptan við deili og deilanda, þá má skera 
jafnmörg aptan af báðum, t. d. 
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56780000 



= 334 



170000 

n|0000) 5678|0000 
334 
Uin þetta geta mena saDofært sig með þvf, að bera þenna 
reikning saman við hína fullu deilingu. 

63. Yerkefní. Að dividera einföldum bókstafastærðum 
(monomiis). 

Úrlausn. 1. Lík merki í divisor og dividendus gefa + í 
kvótann, en ólík merki — . 

2. Coefficientinn í dividendus deilist með coefficient divisors, 

3. |>eir bókstafir koma i kvótann, sem deilandi hefir fram yfír 
deili. En sé ósamkynja stafír i deili og deilanda, þá skrifast 
deilandastafurinn fyrir ofan stryk, en deilisstafurinn undíri brots 
líki. 

4. Hafí sami stafur exponenta i deili og deilanda, þá subtra-- 
herast deilis exponentinn frá deilanda exponentinum, og mis- 
munurinn sezt í kvótans exponent, t. d. 

+ nabc 



+ 4a 

+ UdHf 
~ 2d^ef 

— íog^h^k 



+ ibc 



= — Id 



= + 3^°^-"7ifc 



— 5^"^ 

Sönnun. J>ar deilir og kvóti eru gjörendur deilanda (58,2), 
þá krefur +merkið í deilanda +merkið í kvóta, ef + er í deili, 
en — merkið í kvóta, ef — er í deili. J>ar á móti krefur mínus- 
merki í deilanda ýmisleg merki í deili og kvóta. Coefficientinn 
i deilanda er product coefficientanna í (Jeili og kvóta, bókstafírnir 
í deilanda eru binir sömii sem í deili ogkvóta settir hjá öðrum. 
Exponentar sömu stafa í deilanda eru summur exponentanna i 
deili og kvóta. 

64. Verkefni. Að deila með fleirliðuðum bókstafastærðum 
(poíynomiis), 
tirlaasn. 1. Raða liðunum í deiii og deilanda eptir veldum 
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sama bókstafs, þaDDig að vísar þeirra velda fari annaðhvorl vax- 
andi eða miDkaDdi. 

2. Deil fyrsta lið deilanda með fyrsta iið deiiís, og skrlfa það, 
sem út kemur, í kvótaDn. {>að verður fyrsti liður kvótans. 

3. Með fyrs^a iíð kvótaDs margfalda aliaD deiIÍDD, og skrifa 
undír deilauda það sem út kemur. 

4. {>að sem út kom, skal draga frá deilauda, og skrifa af- 
ganginn fyrir fyrir neðan stryk, ásamt öllum þelm liðum deiianda, 
sem ódeildír eru. 

5. t^ví næst skal með fyrsta iið deiiis deila elnum lið af þelm, 
sem standa fyrir ncðan strykið, skrifa í kvótann, margfalda þar 
með allan deilinn, og draga frá eins og áður. 

6. þannig ræður ætíð fyrstí liður deilis kvótaliðunum ; en með 
kvótalíðunum margfaldast allur deiiirinn, t. d. 

Za — b) íba^ — Ua^b + Uab- — 76^ (oa^ — Zab + 76« 
1 5a3 — baH 

- + 



90*6 + 24o62 


76"» 


— 9o«6 + 3aö* 




+ - 




+ 21a6« 76» 




+ 21o6« 76» 




- + 







Fyrsti liður deilis ræður liér kvótunum, því íoa^ : Za— 5a*. 
Með 5a2 margfaldast allur deilirinn, þannig:(3a — b) 5a*=I5o^ 
— 5a^6. J>etta product dregst frá deilanda, og merkin breytast. 
f>á verður afgangurinn — daH + 2iab^ — Ib^. Nú er apt- 
iir deilt með fyrsta lið deiiis 3a, sem ræður aptur kvótanum, 
nefnilega — 2a^b : 3a = — Zab. Með þessum kvóta marg- 
faldast allur deilirinn : 3a — ö x — 3aö = — daH + 3a6« 
sem dregið frá afgangi deilanda gefur nýjan afgang 2íab^ — 76®. 
Loksins er eins deilt 21^6^ : 3a = 76^, sem verður seinasti 
kvótaliður. Seinast margfaldast (3a — 6). 76^ = 21a62 —76^ 
og dregst það frá næsta afgangi deiianda, verður ekkert eptir. 

Sönnun úrlausnarinnar. 

þar deilir og kvóli eru gjörendur deilanda, þá á frarolivænii 



77 

þeirra að vera = deilanda, þegar enginn afgangur er (58,s). En 
þar deilir og kvóti eru polynomia, þá á sá eini þeirra aliur, hér 
deilir, að margfaldast með sérhverjum lið hins annars (hér kvót- 
ans), og partialproductin leggjast saman (53,2). I>annig er þá i 
í þessu dæmi: 

(Za — b)x 5a2=15a3— ba^b 

(3a — 6)X — 3a6= — 9^2^+ Zab^ 

(Za — b)X 76«== 2Ia62_768 

Product = 1 5a3 — 1 iaH + %káb'^— Ib^ = dividendus. 

Að þetta sé öldúngís sama sem margfðldun deilis með kvót- 
anum, sést af þessari margföldun: 

3a — 6 

5a2 — 3aö + 76« 

15a3— 5a26 

— V6 4- 3a6« 

+ 21a62 — 76» 



15a3— 14a26 + 24a62 — 76^. 

Dæmi, sem vér höfum haft í margfölduninni (54). 

a + 6) a8 + 3a26 + 3^6« + 6^ (a^ + 2a6 + 6« 
a» + a26 



2a26 + 3a62 + 6^ 
2a26 + 2a62 



a62 + 6» 
a6 + 6» 







Dœmi með ótilteknum ea^onentum, sem einnig var í marg< 
iölduninni (54), stendur i deilingu þannig: 
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x — a) x"" — a^ (a?°-i + ax^'^ + a^x""'^ + a^or^-* + o*ar°-» 
x^ — ax^'^ 



- + 




ax""-^ 


0" 


0«'"* 


— o«a;'»-3 




+ 


o'xn-a 


0" 


«23.11-2 


083.11-3 




+ 


o'a;"-* 


a^ 


083.11-3 


— 0*«"-* 




+ 


o^ar"-* 


0» 


o*a;»-* 


+ O^Æl-'* 





— 



+ a'^'^x + á 



Nú gelum vér stokkið þangað, sem afgangurinn heflr ar^, og 
verður þar að vera a""^, því summa earponenfanna við a og a? 
á að vera = n, svo afgangurinn verður 



o"- 


-V 


+ 


o"- 


'x 


o"- 


■1« 





0° 




o°- 


■'o: 





0" 








+ 








þessi deiling teiknast stuttlega þannig: 

^'' ~ ^° = aj'^-^ + aíc^-2 + a2a?^-3 + a^a:^-* h cí^'^x +a^-^ 

a? — a 

••••Á 

f>essi formula kemur opt til gagns. Sé nú exponentinn n 
Jöfn tala, svo sem 2, 4, 6, 8 0. s. frv., þá má út af formulu 

þessari fá kvótann — — — með því að breyta a í — a, því 

X ' I a 

þá verður deilirinn x — ( — a) = o: + a, og deilandi x^ — { — a)°. 
þetta kemur af þvf, að lík merki í margföldun gefa +, en ólík 
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merki — , (53). Sé því n = 2, þá er (— af = (— a) (— a) 

= + oSogaí^— (— af = rr^— a\ Sé n = 4, þá er (— a)* 

= (— a) (— a) (— a) (— a) = + a* og o:^ — (— aj* = a:« 

— a* 0. s. frv. I>á verður í kvótanum sá annar, 4., 6., 8. lið- 

ur með merkinu — , og eins sá seinasti, því n — 1 er ójöfn lala, 

þegar n er jöfn tala. Til þess að þetta verði Ijósara, viijum vér 

deila x^ — a^ með a? + a, þannig: 

X + a) x^ — a^ (x^ — ax^ + a^x^ — a^x'^ + a^x — a^ 
x^ + ax^ 





ax^ 


— a« 


— 


ax^ 


— a^ar* 


+ 




+ 




a^x^ 


— aö 




a^x^ 


+ a^x^ 


— 




— 




a^x^ 


— aö 




aH^ 


— a*a;2 


+ 




+ 




a^x^ 


— a^ 




a^x^ 


+ a^x 










a^x 


— a^ 


— 


a^x 


— a« 


+ 




+ 





^n -4« dH 

Með líkum hætti má flnna kvótann — + — ef n er ójöfn 

a? + a 

lala, svo sem 3, 5, 7, 9 o. s. frv., með því að snúa a í — a; 
því deilirinn x — « breytist þá í a: — ( — a) =■ x + a^ og 
deilandi { x^ — (— aj^, sem ef n er ójöfn tala, veröur x^ + a^ 
því þá er (— a)"" = — a^ og aP^ — (— o)^ = íc^ — (— a") 
= a?^ + a^. 

Til að sýna þetla Ijósar, deiium vér a?' + a^ með a? + a, 
þannig : 



80 

a? + a) a:^ + a^ (x^ — ax^ + a*ar* — a^x^ + a^x^ — a^x + a' 
x"^ + ao;' 



— aa:ö + 


o' 


— ax^ — 


a«a;» 


+ + 




a^x^ + 


o^ 


a^x^ + 


a»x« 


— — 




— o»jr« + 


o' 


— a^x* — 


o*a;' 


+ + 




aV + 


o' 


aV + 


0««* 


— aV + 


0' 


— o V — 


a^x 


+ + 




o«a; + 


0' 


o'x + 


0' 


— • — 






Menn geta innibundið þessar tvær deilingar { einni formulu, 
líkrí aðal-/ormu?unntV þanníg : 

?!L±_?! = aj^-i _ ax'''^ + a^a;'^-^ ^ a^x""'^ + a^a;"-^ 
a? + a 

— a^x""'^ + a«a;^-7 • • • • + a^^-^ a? + a^-^ 

B. 

En þar sem hér standa tvö merlii + eða 4^? ^^S^ ®fr* merkin 

að lesast, þegar n er jöfn tala, en bin neðrí, þegar n er ójöfa 

tala. 

65. i bókstafareíkningi framkoma opt brot { deilingu eins 

og { talnareikningi, þegar afgangur verður af deilanda, eða ekki 

gengur upp ; er þá eins aðfarið, nefnilega afgangurinn er skrifað- 

ur fyrlr ofan stryk, en deilirinn undír. Dæmi þar upp á getur verið 



x^ — a^ 



i formulunni B, efn er ójöfntala og deila skal — , eliegar 

X + a 

sí^ + a^ 
etn er jöfntala ogdeila skal — ^— . Seljumn=5 og deilum: 
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X + a) x^ — a'^ (x^ — ax^ + a^x^ — a^x + a* H F- 

X + a 

x^ + ax^ 



— 


ax* — a^ 


— 


ax* — á^x^ 


+ 


+ 




á^x^ — a^ 




a?x^ + a^x^ 




— 


— 


a^x^ — a* 




o»aj* — a^x 


+ 


+ 




a^x — a^ 




a*x + a^ 


— 


— 



— 2a6 

/p6 _i„ Q% 

Setjum n = 6 og deilum — -p — 

^ "*" " 2a« 

X + a) x^ + a^ (a?*^ — aa;* + a*a;3 — a V + a*a? — a^ + — - 

x^^a 

x^ + ax^ 



— aafi 


+ 0« 


— ax^ 


— o*x* 


+ 


+ 


o*x* 


+ 08 


o*ar* 


+ 08x8 







o'x** 


+ 08 


— o*x' 


o*x« 


+ 


+ 


o*x* 


+ 08 


oV 


+ a^x 


— 




— o'x 


+ 08 


— o*« 


— 08 


+ 


+ 



2o8 
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möti stendur hún heima en annars eklii. Um þœr endalausu 
raOir (seríea infinitœ) verðnr siðar talað. Eg vil reyna að súmm- 
era 30 liði af þessari og láta x vera = 2. I>á verður að hefja 
2 upp í 29., 30. og 31. veldi. f>að má gjöra þannig: 2" = 
2 . 2 . 2 . 2 . 2 = 32; 2^0 = {2»)« = 32« = 1024; 2»<» = 
(210)8 = 1073741824; helmiDgurinn þar af 2»» : 2 = 2" = 
280-1 =, 536870912; og 2" = ^'o+i = 2*" . 2 = 1073741824 . 
2 = 2147483648. 

|>e88 vegna ve rður 1 — (n+l)a;° + na;""'"^ 

(1 - 2)« 
i — 31 . 1073741824 + 30 ■ 2Í47483648 ^ 

(— D* 

1 - 33285996544 + 64424509440 _ 3„385,2897. 

I>essi tala verður því suiDiTia allra 30 líðanna þessarar tðluraðar 
í + 2x + Zx^ + Ax^ + 5a;* • . . • 30a?29 = i + 4 + 12 + 
32 + 80 + 192 ...• + 16106127360. 

67. Lík þessari talnaröð er hin eptirfylgjandi : 

1 _ (n+l)(n + 2) ^, + n(n + 2) 0:^+^ - n(n +1)^n+. 



(1 - ír)3 

= 1 + Zx + ex^ + íOx^ + n (n+1) ^^^ 

2 ^ 

þar sem n má vera skrhver positif heil tala. Hún verður einnig 
liðaQöldinn í kvótanum eða talnaröðinni. Setjum til dæmis n = 
8, þá er 

1 — 3a: + 3a?2 — x^ 
+ iOa'» + 15a:* + 21^?«^ + 28a;« + Z6x'^ ellegar 

1 — 45a;8 + 80a?» — ZQx^^ 



= 1 + 3a: + 6a?2 



^r- 3. + Zx^ -.3=1+ 3. + 6.^ + 10.3 + 

15.* + 21.3 + 28.8 + 36a.7. 

Að deilirinn (1— .^^sésama sera deilirinn 1 — 3. + 3.* — 
.3j má sjá af (54. J9), ellegar þannig : 
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1 — X 
1 — X 



1 


— — 


X 

x + 


«« 




1 
1 


■ 


2x + 

X 


X* — 


(1- 


1 


^^^ 


2x + 

X + 


x^ 
2a;« - 


- »» 



•x)^ eða hvaðratið af {í—x) 



1 — Zx + Zx^ — x^ = (1 — x)^ eða cubus (teningiir) af 1 — x. 

Til þess nú að sjá, hvernig lögmálið kvótaliðanna -^--^x^'^^ 

fundið verður, sem einnig kallast terminua generalis seriei (sá 
almenni liður raðarinnar), þá viijum vér deila þessu bókstafa- 
dæmi. Yér höfum sömu aðferð sem í dæminu (66). En vegna 
rúmleysis skrifast hér kvótinn fyrir ofan deiianda, fyrir ofan stryk, 
og þar fyrir ofan sœtístðlur liðanna, sem kallast fi. 
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Sœti&tölurnar n eru hér lika skrifaðar vinstra megin viB reikn- 
ínginn, hver f sfnu sœtiútundanafganginum, ogþeimmeð kvóta- 
liðnum margfaldaða deili, svo sjá megi hvort uppgengur ellegar 
ekki. Hér gengur upp hvenœr sem vill, og maður getur látið 
kvótann eða töluröðína hætta eptir svo marga líði sem honum 
þóknast, t. a. m. eptir 10 liði. Setur hann þá n = 10 f þeim 
afgangi) þar sem sœtístalan n = 10 stendur út undan. f>á fær 
afgangurinn þetta yflrbragð » 

2 2 

eða 
55^» —99ario + 45^11 _jrjl2^io + lo . I2;r" — 10.11 ^1« 

2 2 

eða 
55^» — 99ario + 45ar" — 66ario + 120arii — bbæ^^ 
og þegar sarakynja líðir sameinast 
55ar» — 165ario + 165^:" — bbx^^ og hér frá dregst 
55ar» — Ubx^^ + mx^^ — bba:^^ 
- + - + 


I^annrg er þá ait uppgengið. En til að sjá Iðgmál það, er 
kvótaliðirDír fara eptir, þarf hér ekki annað en taka eptir því, að 
seinasti liður divisors x^ hefir sama coefficient, nefniiegal, sem 
fyrstí liður sem er 1, hvar af þá kemur, þegar búið eraðmarg- 
falda deilinn með kvótaliðnum, að þá verður ætíð í produhtinu 

seinasta Itðar coefficient = fyrsta liðar coefficienti, nefnilega hér 

ct ce 19 n.(n+l) ,^ -n.fn+1) 
55; en bbx^^ er sama sem — —^ — ^arn+2, svoað^ —-^ — - 

= 55, sem er coefficient 10. liðar. Lögmálið kvótaliðanna er þá 

■ ^ ' c ' x^~^' Eins hefði mátt láta kvótann hættahvenœr 
2 

sem vildi, svo sem eptír 1. lið, þar sem n = 1 ; þar verður 
deilandi 

1 - (í + 1M» + 2) ^ _^ , 3^. _1^^3 

eða 
1 — 3ar + 3ar2 ^^ o-^ 

1 — 3a: + ia:^ — or^. þetta deilist með divisor, sem er 
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1 2 

binn sami, verður kvótinn = I ; seinasti liðurinn — ~ afi = 

1^8 _ !LÍÍl±l>^n+2 og coefficientinn '*'^'^+^^ eins og 
annarsstaðar, svo þar rftir sama lögmál, að kvótalíðurinn sé =» 
^'%"^^^ ^°~'' Kvótinneða «ertcs er þá 1 + 3ar + 6Ær« + 
10a:» + 15.:* + ^ (^ + ^) ^ "-i 

Sömu aðferð mátti hafa við dæmið (66), að skrifa sætistölurnar 

n útundan hverjum a%angi. 

Merk I Coefficientarnir f þessarí talnarðð heita þríhyrndu tðl- 

urnar (numeri trigonaU»\ af þvf það má raða þeim f þríhymdar 

myndlr þannig: 
13 6 10 15 



• • • 



• • • • 



• • • • • • 



• ••• •••• 



21 28 



• • • • 



• • • • • • 



• • • • • • • 



o^ s^ frv^ 

68^ Ein merkileg deíling og series er þessi eptirfylgjandi : 

,-^= i + X + x^ + x^ + x^ .••• + oT'^ H — z 

1 — X I 1 I I i — ^ 

• ••• A 

og út af henni fœst önnur með þvf að setja — x fyrir + ar, 

nefnilega 

-_ — = 1 — X + x^ — sfi + x^ •••• + x^ ^ H 7— j 

\ +x — '1+0? 

• • • • B 

f þessari röð á að fara eptir efri merkjunum, ef n er ójöfn 

tala, en hinnm neðri, ef n er jöfn tala. 

Dæmí f tðlum upp á tölurððina A. Setjum ;r = 12 ogn = 
9, þá er 

-rziTS==riTi= 1 + Í2 + 12« + 12» + 12* + 12» + 12« + 12' 
i \i \\ +128+ 12» 

— 11 
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1 = 12« 

12 = 12^ 

144 = 12« 

1728 =12» —11) 5159780352 = 12» 

20736 = 12* —469070941^ =^ 12» 

248832 =12«^ 11 

2985984 = 12« 

35831808 = 12^ 

429981696 = 12« 

469070941 = series 12^ 12» 

—4 6907094 lxV= seinasli liður 



— ^= summu seriei 12« •••• 12® og seinasta liðar. 
Hér er því jafnmikið báðum megin við jafnaðarmerkið. Sama 
hefði framkomið, hvað margir eða fáir liðir sem hefði verið tekn- 
ir. Vér viljum reyna að taka tvo, þá væri 

1 — 12 —11 ^—11 

Hér má sjá, að summa allra undangangandi liða i talnarööinni 

1 + 12 + 12^ •••• 12® nemur það í burtu, sem seinasti liður 

12» 1 

inn —— yflrgengur stærðina — rrsem er vinstra megin við jafn- 

aðarmerkið, ogaðafþessukemur jöfnuðurinn báðummegin. I>etta 
getum vér og séð af bókstafareikningnum af talnaröðinni A 

1 t x^ 



= 1+X+ x^ + x^ + a?"-^ + 



^ ^ \ x^ x^ 1 ^ ^ 

Dragi menn hér frár .þáfæst-;; , sem er = — 

„ ° \—x 1 — a;' ^ 1 — X 

(því hér heflr deilirinn fengið umsnúin merki, svo kvót- 

inn fær nú — í staðinn fyrir að hann hafði áður +). En þessi 

stærð er Í-Hl = x^—^ + a?"-^ + a?^-^ •••• x^ + x + 1. 
X — 1 

eptir formulunni (64, A), þegar f henni er sett a = 1 ; þá er 

x^ — ^ 0?" 

auðsætt að negatifa stærðin . sem liðurinn. — heflr fram 

j ^ ' x—í 1— a? 

yfir bætist upp aptur af talnaröðinni 1 + a? + o:^ + • • • • 

l "~~ JC 

+ x^—^. En þetla má þó enn reglulegar skoða þannig : 
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1 4 \ ^ i ^2_i ^s I /v.n— 1 _j_^ 



= 1 +x + x^+ x^ + X' 



1 1 



1— a* 1— íP 



drag frá 



= 1 + a? + «2 + «» .... + x''"^ + ^'' ^ 



Eq 



1 — X 1 — a? 

x^ 1 x" —1 a;'^ -—1 ^ 

^ — = = — : . þess vegna 

1—0? 1— a? 1 —X X —1'*^ ^ 



x^ 1 

0=.i+x + x^ + x^ h 0?"""^ — 



X —1 

En eptir (64, ^l) er 

"'' ~"^ .= «^""1 + æ^~2 ^ ^n-S \- X + i 



X —l 



= 1 + æ + a?^. + x^ h a:''"^ ^(x^'-i + x''-^""X+í) 

Hér má sjá, að þegar búið er að taka . — burt, þá vinnur sig alt 

1 X 

hitt upp og verður = 0. 

1 x^ 
Merkl Hér þurfti að nota frádragningu frá ^ en 

1 X M X , 

ekki er búið að skýra frá frádragningu brota. f>ó má hæglega 
hjálpa sér út af þessu, og það með tvennu móti. 1. í (61) var 
sýnt, að brotið V723 eigi að lesast 6 sjöhundruðustu tuttugustu 

og þriðju partar. Eins má hér lesa sem vœri 1 (1 — a?)tt 

partur, og -. sem vœria?'^ (1 — a;)tn partar. Nú mádragafrá 

1 X 

x^ (1 — a:)tnpartar 

1 (1 — a?)ti partur 
^n j 

verður eptir a?° — 1 (1 — .r)tnpartar, það er 

2. Má skoða þessar stærðir sem tvær deilingar. Sé nú deilin- 

1 x^ 
ura (1 — x) kastaðburtúr og ,þáverðaþær stærðir 

i — " y^ 1 ■ X 

1 og or^ og báðar (1 — a:)faldar við það, sem þær eiga að vera. 
Nú má draga 1 frá x'^i kemur mismunurinn x^ — 1. En þar 
minumdm og subtrahendus \ovu (1 — a:)faldlr við það, sem þeir 
áttu að vera, þá verður og mismunurínn ar" — 1 aðvera (1 — x) 
sinnum ofstór; og þaðlagastmeð þv( að deilahonum með 1 — æ\ 

kemur 

t — X. 
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69. Theorema. Product tveggja eða Qeiri kunngjðrðra 

kyóta er = producti dividendanna divideruöu með producti 

divisoranna, eða 

h m hm 

l n In 

Sönnun. j = p 

m 

n 
þetta margfaldað saman gefur 

h m 

l n 
þessi stærð ^pq á nú að ákvarðast af stærðunum h, l, m, og n. 

l ^ ( því dividendua = kvóti X divi" 

og af — = q leiðir m = no I ^ > ' 

n ; 

fcm = Ipnq 

eða fcm = Zn x jpg 

Hér er hm product, In multiplicandus, og pq sá eptirleitaði 

mtiZttp^tcaeor. þar nú 

multiplicator = product : muZ^tpZican(fu8 (58, 4) 

þá er p^ = fcm : Zn 

M ^cm 

eða P9 =^ 

en pg = — X — áður fundið, 

l n ' 

fc m fcm . ,... 

þess vegna -^ x — = — , er sannast átti. 

Ðœmi f tölum 

84/8 X "/9 = " • "/8 . 9 = «í/72 = 6 

3x2 = 6 
0: p X g = jpg 
Hér gengu deilamir upp i deilöndunum; þar á móti ekki í 
Vb X 10/11 = •'0/99 
þetta eru tvö brot margfölduð saman. 

Yiðbót. þegar stærð er margfölduð með eigínlegu broti, eða 
þegar deilir er stærri en hans deilandi, þá minkar sú stærð, sem 
margfölduð er t. a. m.: Hér var 11 >^ 10, þá er 
V9 X 10/11 < V9 X "/11, því hægra megin er stærri marg- 
faldari en V9 x ^Vii = V9 x 1, því "/11 = 1 

þá V9 X 10/u < 7/3 X 1. 
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sé búið að kenna brot, vitum vér þó af daglegum vana, að tveir 
helmingar eru í heilum, og þegar hálfur eir dreginn frá heilum 
(l — V2), verður hálfur eptir. |>essi mismunur skrifast V2. 
f>egar nú deilandínn 1 fyrir ofan strykið skal deilast með þess* 
um V2, þá vitum vér, að V2 er tvisvar innifalinn í 1 ; og að kvót- 
inn er því = 2, sem þá er summa hinnar óendanlegu raðar. 
Sama kemur fram, þó vér reiknum hægra megin eptir (68. A), og 
látum brotið koma strax í öðrum lið, þannig: 

- — í_— = 14. 1/2 = 1 + V2 = 1 + 1 = 2. 

1 — V2 z j7- 17- 

1 — V2 /2 

Vér getum þannig skrifað deilinn 1 — V2 = V2 undir hvern 

lið í röðinni sem vér viljum, og þá sýnír hann (deilirinn), að sá 

liður þarf að tvöfaldast, ef summan skal fyllast, því að deila með 

V2 er sama sem að tvöfalda (tveir helmingar liggja í heílum hverj- 

ifm), t. d. taki eg liðinn V1024 og skrifa þar undir V2 þannig: 

V1024, þá væri það sama sem : V1024 X 2 eða V1024; og ef 

V2 
þessi V1024 hefði slaðið þar í röðinni sem V1034 nú stendur, 

þá hefði summan verið full eptir (68. A), því brotið væri þá með- 

reiknað. Röðina vantar því til fylIiDgar summunnar í hverjum 

lið eins mikið og sá liður er stór til, sem tekinn er. {>egar þvf 

liðurinn V1024 er tekinn, þá vantar í summuna V1024. þar nú 

liðirnir í þessari röð alt af helmingast, og alt af er jafnmikið 

eptir við það, er seinast var tekið, þáerauðsætt, að maðurtekur 

alt af helminginn af því sem eptir er; en með þessu móti nær 

maður aldrei summunni, þó hann væri að þessu til eilífðar, en 

nálgast þó summuna eilíflega; það er því auðséð, að 2 er ein- 

raitt sú tala, sem röðin miðar á, og kemst aldrei fram yQr; til 

að ná 2 þarf eilífð, en til að komast lengra þarf meir en eilífð. 

Sú óendanlega series nær eilífðinni, því hún liggur í henni alt 

af, og heör eilíflega í henni legið, þó sá sem reiknar nái þangað 

aldrei með áframhaldi. f>að sem er eilíft er eilíflega eilíft og 

þarf ekki að ná eilífðínni, en það sem ekki er eilíft getur aldrei 

orðið eilíft. En hvernig mundu liðirnir verða á að líta, eða vera 

á að líta, ef þangað yrði komizt? Svarast: I>eir sf ogæminkandi 

liðir eru þar ócndanlega litlir, er táknast — nefnilega x^ = — 

og er það sama sem 0, svo rððin verður 
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^ - ' • .2 1 .».3 1 -»,00 



= 1 4- ;r + 0:« + ^^ + a:^ eða hér 



1 — X 

_f_ ^ t +1/,+(l/,)2 + (l/,,3 +(l/,)00 gjj^ 

J V2 

j^ =='r_j-i/2+ 1/4 + Vs + — 

V2 00 

2 = 1 +1/2+ 1/4 + 1/8 + i. 

2 = 1 +1/2+ V4 + Vs + 

71. Taki menQ með sama hætti rððina B (68) og setji ion 
i hana o:* = V2, þá verður 

.^— = 1 — 1/2 + V4 — Vs + V16 — V82 + V64 — Vl28 + V256 

^+'^ -V512+V1024 + W-^xJ^ 

"^ 1 +V2, 

þá sýnir stærðin \instra megin við jafnaðarmerkið, að röðin miðar á 

^. Deilirinn í þessari stærð inniheldur 3 helminga, en 

1 + V2 *^ ® ' 

deilandi 2 helminga; þetta boðar þá, að 2 eigi að deilast með 
3, svo að röðin miði á Vb, sem vér eínníg lesum 2 þriðjunga. 

tar á móti hvað brotið f röðinni áhrærir, nefnilega + . , ^l, 

1 +V2, 

þá er diviior þess 3 helmingar eða V2 ; deilirinn 2 í þessari 
diuwíon boðar, að stærðin (V2)" eigi að tvöfaldast eins og f rðð- 
inni Ay en deilandinn 3 segir, að þetta skuh' aptur deilast með 
3. Hér að auk verður nú að aðgæta merkin — og + og hvort 
n síi ójöfn tala eða jöfn. Reynum vér nú þessa reglu á 2om nð 
raðarinnar, sem er V2; og tvöföldum hann fyrst, eins og vér 
gjðrðum i röðinni A, og þá fáum vér 1 ; en nú eigum vér að 
deila þessum 1 með 3, og fáum Vs eða þriðjung. Nú er eptir 
að aðgæta n, hvort það sé jöfn tala eða ójöfn. fað er teljari 
brotsins f röðinni B, sem heitir n, og brotið settum vér nú í 
annan lið, þar sem exponentinn við á: erl, svo n er ójöfn tala, 
og á þvf að lesa efra merki brotsins sem er — , og sá Va, sera 
vér erum búnir að íinna, á því að frádragast, svo öll series verður 

1 ~ 1/3 = V3, 
rétt eins og stóð vinstra megín við jafnaðarmerkið og sem vér 
áðán fundum. 

72. f>að er auðséð af(70), að talnaröðin C ekki gelur verið 
8öpn á takmðrkunum sjálfum.or = 1 og ,r = — 1, vegna þess 
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röðin verður þá öldungis ekki samhðU, og brotiou má þvi engaii 
vegion sleppa. Sé ^=1, þáer stærðín bœði vinstra og bœgra- 
megin við jafnaðarmerkið = oo, því 

y-L-^ = 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +1 + 1^^ 

sama sem 

•tfOO 

i/o =1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1+1 +l + ±_ 

ellegar 

Vo =1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1 +l+Vo 

Að deilingin vinstra megin Vo boði óendanlegt, sést af þvf, að 
hversu opt sem er subtraherað frá 1, er sá 1 alt af óskertur 
eptir (57,3), svo að sú afnumning endar aldrei. Sömuleiðis gefur 
samlagningin hægra megin óendanlegt, því hversu opt sem tekinn 
er 1 og 1 og 1 0. s. frv. þá er þó ætfð Vo ótekið og óskert 
eptir; og þetta er sama sem vinstramegin (= oo); því alt af er 
eins og ekkert væri tekið, og samlagningin heOr engan enda 
hægra megin eins og afnumningin vinstra megin hafði engan enda. 
Nú kynni einhver að segja : hér er Vo (óendanlegt) vinslra megin, 
og Vo líka hægra megin, og þar að auki series: 1 + 1 + 1 + 1 • • • • 
0. s. frv., hvernig getur það jafnt verið? Svarast : Hið óendanlega 
getur ekki tekið á móti neinum viðbæti, því þá er komið út fyrir 
stærðarinnar takmörk; en stærðarinnar takmörk eru og oo. 
(Eilífðin er t. d. ekki lengri, þó við hana bætist nokkrir dagar eða 
ár; eilífðin, sem liggur fyrir Alexander stóra, er ekkilengri en 
eilifðin, sem liggur fyrir Napóleoni mikla, þó þessi komi til sög- 
unnar seinna en hinn). f>ó að nú series 1 + 1 + 1 + 1 o. 
8. frv. yrði eða væri óendanleg, og menn þess vegna kynni 
hugsa, að tvent óendanlegt væri hægra megin, en ekki nema eitt 
vinstra megin, þá verður samt við sama, að tvent óendanlegt er. 
ekki meira en eitt óendanlegt, eða 00 + 00 = 00 eins og 
0+0 = 0. Stærðarinnar eiginlegleiki að vaxa og minka er 
hér farinn (samber inng. 2.). t>etta verður þó Ijósara af eptir- 
fylgjanda. 

73. Ekki einungis Vo er = 00, heldur er sérhver endan- 

leg stærð deild með = 00; þannig er 

a 

■0 = °° 

því hversu opt sem er dregið frá a, þá skerðist a ekki vi9 
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það, og er alt af jafnmikið eptír, svo sá afnumDingur verður ó- 
endanlegur (57,8). 

1. Viðbót. f>essi kvóti -- = oo er hvorki játandi nð neitandi, 

ellcgar ef til vill bæði játandi og neitandí, vegna þess divisor 
er það (.35). 

2. Viðbót. Kvótinn oo getur ékkl stærri orðið, vegna þess að 
divisor getur ekki minni orðið. Bæði og oo eru því stærð- 
arinnar takmörk. Núll er raunar engih stærð, heldur er það 
minna en ailar stærðir; eins er oo engin stærð, heldur stærra 
en allar stærðir. Að sé minna en nokkur stærð, á hér að 
takast í annari merkingu heldur en (35) seinast, þar sem neit- 
andi stærðirnar eru kallaðar minni en 0. Af (35) er það raunar 
auðséð, að verður að vera minna en neitandi stærðirnar eptir 
deilingnrskoðun, þó það se það ekki eptir frádragningarskoð-. 
un, þar það stendur í miðju milli tveggja óendanlegra raða, og 
neitandi stærðírnar eru raunar viðsnúnar stærðir reiknaðar fr4 
þessari sömu míðju í gagnstæða átt við hinar játandi. f>ar af 
sést, að eða miðjun sjálf er engin stærð, heidur útgangsdepill 
stærðanna, hafandi sjálfur enga stærð og ekkert merki + eða — . 

3. Viðbót. Núll minkar ekki við deílingu með endanlegum 
stærðum; því: 

o/i = 0; 0/2 = 0; 0/3 = 0; % = 0; — = 0. 

4. Viðbót. Núll stækkar ekki við margföldun með endanleg- 
um slærðum, því: 

0.1=0; 0.2 = 0; 0.3 = 0; 0.4 = 0; . n = 0. 
|>etta leiðír af 3. viðbót, og því að deilir og kvóti margfaldaðir 
saman gefa dividendus. 

. = 0, því . = . (l — 1) = . 1 -. . 1 = — =0. 
t>etta leiðir einnig af því, að hversu mörg sem adderast sam- 
an, gefa ætíð summuna 0, þannig: 

+ + + = 

t>ar af leiðir 

n.O = Oog — n.0 = 
eða O.n = 0og0. — n = 

5. Viðbót. Núll deilt með núlli gefur óákvarðaðan kvóta, sem 
þess vegna verður að ikvarðast öðruvísi. 
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Ðæmi: 
o/o = 0; því . = ^ 

o/o = 1 ; því . 1 = ?• ^ , . ,,. , ^,. 
p,T getur J 0/, = 2 því . 2 = .- \ ^vf dehr x kvóU 

veriö ) 0/, _ 3 ; þvf . 3 = I 1 = ^«*'^^^ <^»'»'- 

o/o = n; því . n = £ 

6. Viðbót. Núll margfaldað með óendanlega stóru gefur óá- 
kvarðað produkt. Dæmi: 

. oo = 0: því — = eða -TT- = oo 

' '^ oo 






. oo = 1 : því — = eða -TT- = oo 

' oo 

2 . ,. 2 



þvf 



. oo = 2 ; þv( — = eða — = oo [ produht ^ j^ 

g I ^ ^ I aonat 

*^ ■ . oo = n; því — = eða — = oo 

'^ oo 

. oo = oo: því — ^eri^ f eða -í- = oo / (58,ð eða 7). 

' *^ 00 = ) ' 

7. Viðbót. Alt endanlegt er hverfandí stœrð móti óendanlega 
stóru; og óendanlega iítið hverfur móti endanlegri stærð. 

00 + a = 00 

a + — a H = a 

því eins og 00 minkar ekkert fyrir afnumningu endanlegra stærða 
svo sem a, (72); svo vex 00 heldur ekk\, þó a bætist við það; 
því viðaukning er ekkert annað en negatif afnumning. Líkt er 

því varið með a og eða a og — . 

8. Viðbót. Óendanlega stórt breytist ekki við samlagníngu, 
ínargfðldun né deilíngu, þvf ef vér látum a og ft vera endan- 
legar stærðir, þá er 

a + ^ ö I ^ 

eða 00 =00 + 00 
Hér af sést einnig, að tvisvar óendanlegt er = elnu slnni ó- 
endanlegt, og belmingurinn af óendanlegu er einnig óendanleg- 
ur; rétt eins og er með eða óendanlega Ktið. Hér erogmeð 
sama hætti auðséð, að 



100 

2. Viðbót. Ef divisor er secundi ordinis, en dividendus primi 

ordinis, þá er 

oo 1 

oo* oo 

oo 

En þar oo' = oo . oo = oo, þáer og — =0. 

|>essar viðbætur útvíkka (73, 9), þar sem 

oo 

— = óákvörðuðu (indeterminato). Samber (73, 6) í seln^ 

oo 

asta dæmi. Að slíkar stéttir híns óendanlega {ordirus) liggí fyrir 
utan stærðarinnar og reikdinganna takmörk, má nærri geta. 

75. Óendanlegt dregið frá óendanlegu gefur óákvarðaðan 
mismun, því 

— =T -ö- •'••<^*' 



O: -;r == OO OO 



En -rr = indeterminato (73, 5). 

þess vegna oo — oo indeterminatum. 

I>etta má einníg sanna af (73, 7), þarsem sýnt er, að sérbver 
viðbætir við óendanlegt er hverfandi stærð ; þanníg : 
oo + a = oo 
oo = oo frádregið 

a = oo — oo 
Hér getur a verið hvort heldur vera skal eða sérhver end- 
anleg stærð, en það getur líka verið óendanlegt, því 

cx> 4- oo == ^ 

CX5 = oo frádregið 

oo = oo — oo 
t>að sem { undanfarandi töluliðum (72) (73) (74) (75) sýnast 
kann í fyrsta áliti undarlegt, hverfur alveg, þegar aðgælt er, að 
oo er ekki nein ákvörðuð slærð, þar það liggur fyrir utan stærð- 
arinnar takmörk. I>egar tvent eÖa fleira óendanlegt kemur fyrir 
sem addendi eða factores, þá sýnist eins og summan eða pro^ 
ductið muni verða stærra af þeim fleiri óendanlegu en af einu, 
en það verður samt ekki, vegna þess óendanlegt getur aldrel, 
þegar það er skoðað í einu lagi sem summa, orðið stærra en 
óendanlegt. 
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76. Frumsagnir. 1. Jafnar stærðir deildar með jöfnum 
stærðura gefa jafna kvóta. 

a = b 12 = 4 . 3 

m — n 4 = 4 

a_ ^Jb_ 3 = 3 

m n 

2. Ójafnir dividendi deildir með jöfnum positif divisorum, 

gefa ójafna kvóta; sá stærri kvótínn verður þeim megin, sem 
stærri var dividendus. 

a > h 16 > 12 

m = n 4=4 

a_ b^ 4 > 3 

m n 

3. Jafnir positif dividendi deildir með ójöfnum positif divi- 

sorum gefa ójafna kvóta ; sá stærri verður þeim megin, sem minni 
var divisor. 

a = b 16 = 16 

m > n 8 > 4 

± <:A 2 < 4 

m n 

77. Yerkefni. Að deila viðkendum margskonartölum með 
óvlðkendri tölu. 

Úrlausn. 1. Ðeil fyrst stærstakyns tölunní meðdeili, ogskrifa 
kvótann undir hana. 

2. Margfalda deiii með kvóta og drag frá stærsta kyns tðlunní, 
sem deild er. 

3. (jjðr afganginn að næsta minna kyni, og legg tölu nœsta 
kyns þar við. 

4. Ðeil þessari summu með deilinum, skrifa kvótann og far 

með afganginn eins og áður er sagt. Hald svo áfram, unz öUu 

er deilt. 

Dæmi : 
7) 320rd, 3 y 11/3 Mæl svo: 7 ( 32 er 4 sinnum. 4 sinn- 

45 rd. 4 y. 13/3 um 7 er 28, frá 32 eru 4; 7 í 40 er 5 

sinnum. 5 sínnum 7 er 35, frá 40 er 

5 rd. I>essir 5 rd. gjörast að mörkum. 5 siqnum 6 er 30, og 

3 j^ til er 33 {{. 7 í 33 ^ er 4 sinnum; það er 4 jf, sem skríf- 

ast; 4 sinnum 7 er 28, frá 33 |^ er iwff^, I>essi 5 V^ gjörast að 
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p. 5 sinnum 16 er 80, og 11/3 þartil er 91 . 7 i 91 erl3 
sinnum, gengur ekkert af. feir 13/3 skrifast. 

2. Ðœmi: 
486) 7058» 121óð 2 fcm'nftn gjörist þanníg : 

14« 16 1óð 3fct;}n^m 
486) 7058 « (14 « 486) 8140 (16 lóð 486) 1458 (3 hviní. 

486. 486. 1458 

2198 3280 

1944 2916 



254 « 364 ióð 

1 g = 32 16 ð 1 ló ð = 4 liv int. 

508 1456 

762 . + 21t vint. 

+ 121 6ð Uh%}tvint. 
8140 16ð. 

Bæði þessi dæmi má bera saman við margföldunardæmin (56), 
því þau eru hin sömu sem þar. 

I>essi hjáritning er nokkuð löng, af þvf deilirínn er fremur 
st6r, og af því að hver einasti stafur er hér til greínilegleika skrif- 
aður. t>etta hefði hér mátt spara sér, með því að leysa deilinn 
upp f gjörendur, þvf 

486 = 9 . 9 . 2 . 3 = 9 . 9 . 6, 
nota síðan gjörendurna, sem útheimta þrjár léttar deilingar, 

Hér þarf enga hjáritningu að &kr!f!3i, 
en ekkiverður þessuætíð viðkomíð| 
því snmar tölur verða ekki leystar 
14« leióð Zkvint. upp í gjörendur. Með þessum gjör- 
öndum má f huganum deila með minni margföldunartðflunni. 
j>að er og hægt af gjöröndunum 9 . 9 . 2 . 3 að setja saman 
9 . 2, svo verði 9 . 18 . 3 = 18 . 9 . 3, svona: 
18)70 58 % 1216ð iltvint. Hér er fyrsta deilingin gjörö með 

9) 392 4 1 stœrri margföldunartöflunni. 

3) 43 18 1 



þannig : 
9) 7058 « 


121óð iltvint. 


9) 784 


8 


2 


6) 87 


4 


2 



14% 16 1óð Zhvint. 

Geti gjörendurnir ekki orðið svo litlir, að deila megi með marg- 
földunartðflunum, þá er ekki nema til tafar að dreifa divisor. 
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arnar eru margar f deilaoda. I>essn polynomio má þvf deila lið 
fyrír lið eptir (6 1 ); þannig : 

£L — 1 4- 1 4- 1 + 1 + 1 •••• (q liðir) 
b ~ b 

= a ötu partar. 
I>ess vegna er a deilt með 6 sama sem a faldur ^ti partur 
einíngarinnar. í stuttu máli: deila má a með b þannig að taka 
^tapartinn úr hverri einingu í a, og safna þeim saman. 
Viðbót. Nokkur brot liafa á voru máli sérstök heiti, nefnil.: 
1/2 = hálfur eða helmingur 
Vs = þriðjungur eða þriðji partur 
1/4 = fjórðungur eða fjórði partur 
Vö = flmtungur 
Vð = sjöttungur 
Va = áltungur 
Vi2= tólftungur. 

80. Orðþýðingar. Sannarlegt brot (fractio genuina) erþað, 
sem hefír teljarann minna en nefnarann. Launbrot (fractio spuriá) 
sem hefir teljarann jafnstóran eða stærra en nefnarann. Ðland- 
ín tala (numerus mixtus) kallast sú tala, sem er samsett af heilli 
tölu og broti, svo sem 7Vi2, það er 7 heilir og 5 tólftu partar 
eða 7 heilir og 5 tólftungar. 

Athugi. Hér af komatvö verkefni: aðgjöra lannbrot að bland- 
innni töiu, og að gjöra blandna tölu að launbroti. f því síðara 
innibinzt einnig að gjöra heila toki að launbroti. 

81. Verkefni. Að gjöra launbrot að blandinni tölu. Deil 
teljara með nefnara, eptir (61); kvótinn sýnir, hvað margir heilir 
verða, og afgangurinn (ef nokkur er) verður teljari brotsins, en 
divisor þess nefnari. En verði enginn afgangur, þá er laun- 
brotíð einungis heii tala. I>ess háttar launbrot kalla sumir ó- 
eiginlegt brot. 

Dæmi: ®Vi4 = 6^Vi4. Nefnarinn sýnir, að 14 ganga f hverja 
einingu, en 14 er 6 sinnum innifalið í 96, þess vegna verða ( 
®Vi4 heilar 6 einingar, þvf 6 sinnum 14 er 84, og þegar 84 er 
dregið frá 96, verða 12 afgangs, sem einnig skulu deilast roeð 
14: og það verður einungis með því að taka 14da partúrhverri 
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83. Gildi brots vex hvorki nö minkar, þó þess teljari og 
nefnari margfaldíst eða deilist með sömu tölunni báðlr. 
Sðnnun. í (69) er sannað 

lc m lcm 

l n In 
Setjum vér hér 1 n = m, þá verður: 

h m hm 

^ T m ~ Im 

En ~ = 1, hvort sem menn skoða það sem deilingu eöa 

sem launbrot, þá verður 

h . hm 

l Im 

- h hm 

l Im i^ 

þess vegna breytist ekki brotið — að gildi eða merkingu, þó 

i 

bæði teljari og ncfnari þess sé margfaldaðír með m. 

Ta KfYl 

Lesi menn þessa líkingu -- = — aptur á bak, þannig 

hm h 

Im l 

KtYk 

þá segir það, að gildi brotsins =— breytist ekki, þó teljari og 

Im 

nefnari sé deilir með m. Setjum t. d. 

— = Vs 

þá telur brotið þriðjunga; en taki eg nú aptur hvem þriðjung í 
m parta, svo sem f 2 parta (svo að m = 2), þá hefi eg heild- 
ina eða eininguna í 6 pörlum, sem er 3m = Zm = 3.2=6, 
þá verða nefnarans þriðjungar að sjöttungum. En þar ekki er 
meira við höndína af heildinni en það, sem teljarinn tiltekur, 
þá verð eg að gjöra teljarans þriðjunga að sjöttungura, með því 
að taka þar hvern þriðjung í 2 sjöttunga. þá fœ eg þar úr 
2.2 = 4 sjöttunga; svo sá nýi teljari verður nú 4, sem áður 
var 2, og nýja brotið 4 sjöltungar er þá eins mikill partur úr 
einingunni, sem gamla brotið 2 þriðjungar. þannig er þá 
^_ ^_ 2m 2 . 2 
3~ 6~3m'^3.2 
Nú getur m eins vel merkt allar tölur, og brotið Va getur 
þannig fengið ótal myndir, svo sem 
ef m er = 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 
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legar með 2, og kallast ójafnar eða oddatðlur (numeri impares). 
{pæt voru nefndar í (36)). Dæmí: 72038 er deilileg með 2, 
en ekki 72037. 

2. Með 3 má deila öllum þeim tölum, er þversumma (svo 
kallast tölustafanna summa) þeirra er deilileg með 3, t. d. 
6780351; þar er þversumman 30, en 3 ganga upp i 30; þess 
vegna einnig í 6780351. 

3. IVleð 4 má deila öllum þeim tölum, sem 4 ganga upp í 
tveimur seinustu tölusiöfunum lesnum sem ein tala værl, svo 
sem 6780352, því þar 4 ganga upp í 52 (nl. 4í 52 er ISsínn- 
um), þá ganga þeir og svo upp í allri töiunni. 

4. Með 5 má deíia uilum þeim tölum, er seinasti stafur er 
5 eða 0, svo sem 6785 eða 6780. 

5. Með 6 má deila öllum þeim tölum, sem deililegar eru með 
2 og 3, báðum sér í lagi, t. d. 678035112. Hér er seinasti 
stafur 2 og þversumman 33. 

6. Með 8 má deila öllum þeim tölum, er þrfr seinustu staf- 
irnir eru deililegir með 8, þegar þeir eru lesnir sem ein tala 
væri. þáer talan, sem áðan Varnefnd, 6780352 deilileg meö 8, 
þar 8 ganga upp f 352. 

7. Deilileikseinkunnin með 9 er: ef 9 ganga upp i þver- 
summnnni, þá ganga 9 upp í sjálfri tölunni. t. d. 30856797. 
í>versumman er 45, en 9 i 45 er 5 sinnum og ekkert afgangs. 

8. Með 10 ef lalan endar með 0, einu eða fleirum. 

9. Með 11. Skipt töUmni i stuðla frá hægri hendi til vfnstri 
með tveimur stöfum i hverjum, en í seinasta stuðli vinstra meg- 
in má vel verða 1 tölustafur. Verði þá þversumma stuðlanna 
(ekki stafanna) deilileg með 11, þá er sú fyrirlagða tala það Ifka, 
t. d. 2234067; sker hana svo: 2|23|40j67; þá 2 + 23 + 40 
+ 67 = 132; 11 í 132 er 12 sinnum og ekkert umfram. Eins 
ganga 11 upp f 2234067, og eru þar í 203097 sinnum. Með 
fieiru móti má hafa deilileiks einkunn með 11, t. d. tak Ita staf 
tölunnar hægra megin, svo 3ja 5la 7da 9da og svo framvegis, 
legg þá saman, rita eða hugfest summuna. Legg sfðan saman 2an 
4da 6ta 8da lOda og svo framvegis, legg þá saman, og drag frá 
fyrri summunni; gangi þá 11 upp f mismuninum, þá er talan 
deilileg með 11, t.d. 2234067; gjör: 7 + + 3 + 2 = 12 
og 6 + 4 + 2 = 12; þá 12 — 12 = 0, og : 11 = 
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einkuDDir ern til meö 3 og 9, og þar 37 mœla 111, 833, og 
999. Yið sömu töluDa má þaDoig aðfara: 

2|234|067 
234 

2 

37) 303 (8 
296 
7 
Hér verður þá afgaogur = 7, og alt eins verður það, þegar 
stóru töluDDi skal deila með 37. Yiiji roeDD dú breyta svo tðlu 
þessari, að 37 goDgi upp i heuDi^ þá má það með ótalfðldu móti ; 
eD beinast liggur við að svipta haua eiDÍDgastafDum 7, en gefa 
beuDi í staðiDD, eða með því að draga 7 frá miðstuðliDum. 
Má og h'ka bæta 30 við eiDhvern af stuðlunum, til að auka við 
toluna því sem bana vantar i að vera deilileg með 37; þvi 37 
= 7 + 30. Hér vil eg leggja 30 við miðstuðuliun 

2|234|067 
30 



2|264|067 Sú umbreytta tala 
264 
2 



37) 333 (9 
333 

Hér sðst, að 37 geugur upp i stuðlaþversummúDDÍ 333, og 
þess vegna upp í 2264067, sem hægt er að reyna. t^að er líka 
auðséð, að 3, 9, 111, 333, enekki 27 né 999 ganga einnigupp 
í stuðlaþversummunni 333, og eins hver fyrir sig i 2264067. 

13. þegar minni tala gengur ekki upp i þeirri tölu, sem 
ransaka skal, þá þarf ekki að reyna neina tölu, sem er múLti" 
plum (fleirtekning) hinnar minni tölu, hvort hún gangi upp i stóru 
tölunni, t. d. ef 2 ganga ekki upp i m, þá ganga ekki 4, 6, 8 
eða neinar stærri jafnar tðlur upp í m. Eins ef 3 ganga ekki upp 
im, þá ganga ekkí 6, 9, 12 eða neitt 3n upp i tn^hvað sem n 
hér þýðir (58*). 

87. Nokkur dœmi. 
Brotið "/i4, sem kom fyrir í (81). 
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j2^ I mœlar teljara 2, 3, 4, 6, 12 
^* \ maelar nefnara 2, 7, 14 



7i 



Sameiginlegur mællr (sammælir, mensura communis) einungis 2 
og hið stytta brot Vt. 

Brotið "/49 { l^'J^ ^' 5 

Sammælir 7, slytt brot ^/7. 

Rrotia »<•/„«/ "'*'"' *®'J"* ^' ^' *' ^' ^' *2' '^' ^*' *^' ^^ 
1 mælar nefnara 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128. 

Sammælar 2, 4, 8, 16, 32, fullstytt brot */«. 

Stytta má og smámsaman þannig: 

»«/l28|"/64|*V82|"/l6|«/8|*/4. 

Brotið "/77 í ""*'''' *"^''™ ^' '*' '^ 
i mæiar nefnara 7, 11 

Sammælir 11, stytt brot V?. 4 

Brotið 732/313 niœiigt „jeð 4 eptir (86, 3) '^^VBieí^^V^^d. 
Brotið ^^o^Aöoo, má sníða jafnmörg af teljara og nefnara 

(62) þannig |g|}}g = ^0/75 == V15, samber (86, 5). 
Brotið i^3"V9i628o mælist af 13 eptir (86, 11). 

88. I>egar tölur brotsins eru nokkuð stórar, er eptirfylgj- 
andí aðferð betri tii að fínna beinlínís stærsta sammæli, ef hann 
er nokkur tíi. Sú stærri talan deilist með hinní minni, og síðan 
aptur i hvert sinn deilirinn með afganginum. þessu er áfram- 
haidið, unz afgangur verður = 0, er þá hínn seínasti divisor sá 
Btærsti sammœlir hinna gefnu talna. Yerði seinasti afgangur = 
1, þá er það merki til, aðtölurnar hafiengan sammæli (nema 1). 
Sönnun þessarar aðferðar geymist. 
Ðæmi. Tðlurnar sé 1075 og 1591 
1075)1591 (1 
1075 
516)1075(2 
1032 

43)516(12 
43 
86 

86^ 
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Hér cr 8á seinasti divisor = 43 slœróli sammœlir. f^á ^^''^Us 
== 25 og "®V43 =» 37. þess vegna ^^''*/i69i = ^^Ui. 

89. Samdeilandi (d : sameigínlegur deilandi , dividuus 
communis, multipfum commune) er sú tala, sem fleiri tölur eru 
mælar til, svo sem 210 er samdeílandi talnanna 5, 6, 7, af því 
hún mælist af þeim. 5 í 210 er 42 sinniim; 6 í 210 er 35 
sinnum; og 7 í 210 er 30 sínnum. Meðal samdeilandanna er 
hinn minsti samdeilandi (dividuus communis minimu8)opi merki^ 
legastur og hægastur í meðferðinni, og hefir eiginlegleika, sem 
aðrir samdeilendur ekki hafa. 

90. Að fínna minsta samdeilanda fleiri talna. 
a. skrifa tölurnar í röð. 

6. Aðgæt, hvort nokkur eða nokkrar af tölunum ganga upp í 
öðrum þeirra, og ef svo er, stryka þær út, sem uppganga í öðr- 
um. 

c. Hafi þá nokkrar af þeim óútstrykuðu einhvern sammæh', þá 
deil þeim jneð honum, þó sem mínstum í einu, en rita hinar 
aðrar ódeildar meðal kvótanna í aðra röð. 

d. Gæt að, hvort nokkrar í þessari röð ganga upp í ððrum, 
og útstryka (eins og í b.). 

e. Far með hinar óútstrykuðu eptir c. 

f. Hald sama áfram, unz engín gengur upp í annari og eng- 
inn er sammælir framar. 

g. Margfalda saman alla deilana og alla ódeildu kvótana og 
Diðurfærðu tölurnar í eitt product. t^etta ér sá minsti sam- 
deilandi hinna gefnu talna. 

Ðæmi: 
Finna skal minsta samdeilanda talnanna 
2, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 15, 16, 18 

Gjör svo: 8, «, 4, 6, 6, 8, 10, 15, 16, 18 

5) 

8, «, 16, 18 

2)- 



8, 9 
5.2.8.9 = 720 = minsti samdeilandí. 

91. Samlagning brotinna talna og blandinna. Fyrst leggja 
menn sanian brotin, tíl þess, að ef nokkur heil tala kann að 
veröa úr þeim, hún geti þá lagzt við beilu tölurnar. t>á er fyrst 
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hann, verður að flnna öllum brotunum nýjan teljara, þannig, að 
þeir nýju teljarar eigi við samnefnarann eptir eðli brotlengiog- 
arinnar (84), svo að hvert brot haldi sinni réttu stærð og gildi, 
þó tölur þess verði stœrri. þetta gjörist með þvf að deila sam- 
nefnaranum með þeim gefna nefnara hvers brots, og margfalda 
siðan hinn gefna teljara með kvótanum; þá fœst sá nýl teljarl, 
sem á við hinn nýja nefnara, samnefnarann. En til þess að tðl- 
urnar verði sem minstar, útheimtist og svo, að brotin, sem 
samanleggjast eiga, hafl verið fullstytt, áður en menn fara að út- 
vega þeim samnefnarann. Sé nú samnefnarinn, eða sá minstí 
samdeilandi allra nefnaranna, fundinn eptir (90) = m, og eittaf 

gefnubrotunumfuIIstytt= — ; kvótinn, sem framkemur þegar sá 

nýí nefnari m er deildur með þeim gamla n, er þá heil tala = 

p eptir (89) ; þá verður hið nyja brot 

m 

.- = ap a . n ap 

np m m 

n — 
n 

Af -^=-^ sést, að p er einnig sá sammælir teljara ognefn- 

ara nýja brotsins — , er það ætti að styttast með eptir (84) (85), 

til þess að gamla (o: hið gefna) brotið — framkomí. Reglan 

hvernig flnna skal nýja brotið liggur þá í — , og segir, að meö 

m 

kvótanum p eigi nú að margfalda gamla teljarann a, til að flnna 
hinn nýja teljara ap, er eigi við nýja nefnarann m. Sé nú brotin 

ai a^ ðs ^^ 

fii' nj' p^' n^ 

þá verður 

£i_' , f[£ , «3 2i _ Pt<^i+P2 ^a + Pa «3 "**PiOt 

^i ^a Ws Wj m 

f>etta rita menn venjulega og hægast þanníg : 
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llvcrníg þctta er framkvæmt, cr annars kunnugt af reiknings- 
bókunum. 

93. Frádragning brotinna talna og blandintia. Fyrst ðu&- 
trahera menn brotin, og verða þau að verasamnefnd; og efþau 
eru það, verður að draga subtrahendusar teljara frá minuendusar 
teljara, og skrifa nefnarann undir. 

a b a — b , . 

= (a 

n n n 

f>ví að a ntu partar — b ntu partar = (a — b) n^^ partar. 
I>etta sannast einnig af deflingu polynomii (Qi), því 

a — b a b 

n n n 

I>að sannast einnig með því að lc^gja saman frádraga og mis- 
muninn, því summa þeirra á að vcra = minkanda (25,2), þannig: 

b a — b ö + a — 6 a 

n ti n n 

I>að sannast einnig af (78,1) með því að leysa brotin upp í 
tvo gjörendur 

=a. b .—=(a — b) — = eptir 41 40 

n n n n ^ n n ^ 

1 

þar a og 6 mega álítast sem coejficientar , en — sem bók- 

stafur væfi. 

Sé brotin ekki samnefnd, verður að útvega þeim samnefnara. 
Haíl nefnararnir engan sammæli, má gjora brotin samnefnd með 
því að margfalda sérbvers brots teljara og nefnara með hins 
brotsins nefnara þannig: 

a^ b^ ap nb ap — nb 

n p np np np 

En haí) nefnararnir sammæli, verður bezt að hafa tölurnar sem 
minstar, og þess vegna nota reglurnár fyrir þeim minsta sam- 
deilanda (90); hann veri m, þá er 

n p n p u/ 

m 
Dæmi: V28 — ^/49 = ^Vi»6. I>essir nefnarar 28 og 49 hafa 
sammæli 7, og er þá be^t að útvega þeim samnefnara með því 
að nota sammælinn ■ 
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95. Margföldun broUnna talna og blandínna. 

1. Að margfalda brot eða blandna tölu ineð heillí. Úrlausn. 
Margfalda teljarann ( muUiplicandus með multiplicator, og skrifa 
nefnarann undir, eða deil með honum, ef launbrot verður, og þú 
vilt gjðra það að sannarlegu broti. Margfalda síðan heilu töl- 
una í blöndnu tölunni, og legg þar við hið heila, sem fékst úr 
launbrotinu. I>essi úrlausn er bygð á þvf, að teljari brots er 
sú eiginlega tala þess, en nefnarínn eínungis nafn hennar eða 
nýtckin eining (78). t. d. ^h er sama sem 5 sjöundu partar. 
Elgi nú V? að margfaldast með 6, þá er eptir (45) talan 5 einn 
af þeim jafnstóru addendis, og þeirra fjöldi er 6, þá er summan 
eða produlctið =5 + 5 + 5 + ^ + 5 + ^ = 30 sjöundu 
partar = ^^/7 = 4^/?. Hefði nú multiplicandus verið blandin 
tala, svosem I2V7, er ættí að margfaldast með 6; þá áttí 12að 
margfaldast með 6; 6 sinnum 12 er 72, og þar við leggjast 4, 
sem úr launbrotinu komu, svo produktiö allt verður 76V7. Eíns 
hefði mátt gjöra allan muUipcandus að launbrotl, og margfalda 
siðan, t. d. I2V7 = 89/7; og 6 sinnum ^Vi er ^^Vi = 76V7. 
Eins má sanna þessa margföldunaraðferð af (78, 1), svo sem ef 

margfalda ætti — með c, þá er 

a 1 i ac 

-j- .c = 0. -7-.c = a.c. — = — • 

o 00 

Geti margfaldi gengið upp í nefnara margfaldanda, þá erönn- 

ur aðferð til, og hún gefur minni tölur, nefnilega : að deila nefn- 

aranum með muUipUcator, og láta teljarann þá óbreyttan, t. d. 

V12 X 3 = Vé = 13/4. 

Hér fáum vér 7 fjórðu parta í staðinn fyrir 7 tólftu parta, og 
gefur það að skilja, að hér er þreföldun ákomin, því Qórðu 
partarnir eru þrefalt svo stórir sem tólftu partarnir; er þá auð- 
skilið, að teljarinn á að halda sér, þegar svona er aðfarið. 
Eptír hinni aðferðinni hefði reikningurínn orðið svo: 
V12 X 3 = 2Vi2 = IV12 = 13/4. 

2. Að margfalda með brotí. Úrlausn. Margfalda með teljar- 
anum og deil með nefnaranum 

b ah 

' c c 
t>ví sé muUipHcandus a og muUipUcator b, þá er 
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Hér eru tveir púnktar skrifuðir undir það, sem gengur upp hvað 
á móti öðru. 

96. Ðœmí í tölum og styllingar 

7/8 . '^k = 21/,o því 7-3/8.5 = 21/,^ 

Wk X ^ln = 84/5 . Vn = 2"/85 = 282/85 

f>etta má reikna með mörgu móti, t. d. 

I6V5 X 3/17 = V5 . »/l7 + 16 . »/l7 

= 12/85 + *8/i7 (því 16. 3/17 = lVl.3/l7=*8/i,) 

= 12/85 -j- 48/j^ . 6/5 nii að gjöra brotin samnefnd) 

= 12/86 + 240/85 = 252/85 _ ^S^/g^. 

Hér sést sá einfaldasti máti að gjöra heiia tðlu að launbroti| 
(samber 82) að skrifa 1 undír hana, svo sem hér 16 = i^i. 
Annars er skriptin í þessari margföldunaraðferð nokkuð löng, 
einkum af því 12/35 er skrifað upp aptur og aptur. |>ctta má með 
þriðja hœtli reikna þannig: 

I6V5 X 3/17 |>essfr 12/85 eru framkomnir af Vö . ^/i?; en 

^é^ 16 . 3/,7 = 3/^7 . 16 = 48/,7 = ^Íd-lÍ = 

70 ^Vn + 1V17 = 2 + 1V17 = 2iVi7. I>ví 



12/85 
21^17 



2^2/85 82 nœst eru brotin gjörð samnefnd, og samanlögð. 

Fjórði mátinn er að margfalda I6V5 með 3, 
og deila svo með 17 eptir (95, 2); en af því ekki er búið hér 
að sýna deilfngu blandinna talna með heilli tölu, verður það hér 
fyrst að bíða. Fimti mátínn er að taka í part muUipUcator, og 
það verður hér líka að bíða. 

8 . V12 = 8/1 . 7/12 = 8'Vl2 = 2-7/3 = IV3. 

Hér má stytta teljara hins eina brots mót nefnara hins ann- 
ars; nefnilega 8 móti 12, því 4 ganga upp í báðum. fað má 
ef vill skrifast svona: 

8/1 . 7/,2 = 14/3. 
3 

Eins má stylta 

8 .7 ^ 4.2.7 __ 2.7_ 14 
12 ~ 4.3 "" 3 — 3 

Eins má stytta eptir margföldunina 

4 

8.7/12 = 56/l2]ÍV3 

8/9 . 1^16. Hér má stytta á tvo vegu: 
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acdf, + ace + bdf + ^^ 



cf 
Vilji eg heimfœra þetta upp á næst iindangaDganda talnaðœmi 

þá er: 

a, b, e, d, e, f, — 

4, 2, 7, 5, 1, 3 

þá er og framkvæmið 

= 4.7.5.3 + 4.1.7 + 2.5.3 + 2.1 

7 . 3 
= 420 + 28 + 30 + 2 _ 480 _ . 

21 21 

98. Deiling brota. 

1. Að deila broti með heilli tölu. Ðeil teljara brotsins með 
heilu tölunni, og lát nefnarann óbreyttan ; ellegar ef deilir geng- 
ur ekki upp i teljara deilanda, þá margfalda nefnara deilanda með 
deili, og lát þá teljarann óbreyltan, t. d. s/g • 4 — 2/^^ þy( g 
níundu partar deildír með 4 er 2 níundu partar. Einnig má hafa 
hina aðferðina, að margfalda nefnarann með divisor, þannig: 
8/9.4 = ^/36 = ^/9 ; hér er þá stytt brolið með 4. Að síðari að- 
ferðin sé líka deiling skilst þannig : að þegar ^/9 skal deilast með 
4, og menn taka 8 þrítugustu og sjöttu parta í staðinn fyrír 8 
níundu parta, þá verður stærðin 4 sinnum minni, vegna þess að 
hver þrítugasti og sjötti partur er 4 sinnum minni enn níundí 
parturinn. Báðar þessar aðferðir má og sanna með því, að marg- 
falda hinn fengna kvóta með divisor, því þá á fram að koma 

deilandi eptir (58, 3), t. d. — : a = — því a . — = — , er sann- 

c c c c 

ar þá fyrrri. — : f = - því f . - = -7 = - , sem var cfíi;t- 
e ej ej ev e 

dendus. Hér var stytt með f. 

2. Að deila blandinni tölu með heilli. Deil fyrst heilu tölunni 
í dividendus með divisor, og skrifa það heila, sem kemur út, í 
kvótann, en verði afgangur af heilu töhinni, þá tak hann saman við 
brotið, svo blandín tala verði. Gjor þessa blöndnu tölu að launbroti 
og deil þvf með divisor, eplir (98, 1). Dæmi: AðdeiIa43V9 : 5. 

5) 43V9 Hér má kveða svo að orði: 5 í 43 er 8 sinnum. 

S^Váö Skrifa 8 í kvótann, ganga af 3, þess vegna 3V9 = 

^V9 ; þessu skal sfðan deila með 5 ; en þar 5 ganga 
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4. Að deila meö blandinni tðlu. Gjör deili að launbroti, og 

far síðan að sem fyr segir. 

Dœmi: 834 Ve : 6V4 

834V6 : 6V4 (= 26/4) 

(4 

25)3336V3 (133V25 

25 

83 

75 



86 
75 



1 1 2/3 =35/3. 35/3 . 25 = 36/^5 = 7/jg. þé^34Vö^==l 33Vi6. 

6V4 

I>ess konar skrlpt sem .,, ■ geliir skoðazt sem brot og kall- 

0V4 

ast þá brotabrot (fractio fracta\ þegar nefnilega annaðhvort bæði 
teljari og nefnari, ellegar annar þeirra er brotin eða blandin tala; 
þeir geta einnig verið fleirliðaðir eða polynomia. En tíl að gjöra 
sb'k brot að einföldum brolum, er hægast að margfalda teljara og 
nefnara með samnefnara allra brolanna. I>annig má margfalda 
þessa brots teljara ognefnarameð 12, sem er samdeiiandí nefn- 
aranna 6 og 4, þannig : 834V6 . 12 = 10010, og 6V4 . 12 
= 75, svo einfalda brotið verður = ^^^^^/75; og ef það ergjört 
að blandinni tölu, verður það = 133Vi5 eins og áður. Með 
sama hœtti má fjnna: 

n m amnp + bmp — cnp 



, e , f dmnp + emp + fmn 



n p 

Hér er samnefnari brotanna = mnp, það er framkvæmi allra 

nefnaranna m, n, p; með honum margfaldast a, kemur amnpf 

h , ^ hmnp , c . cmnp , 

svo — , kemur ^ = hmp, svo— , kemur ^ = cnp: þar 

n' n ^ m m ^r 7 r 

næst d, kemur dmnp; síðan - , kemur í- = emp ; og loksins 

^ n n 

~, kemur U!^ = fmn. 
V P 

99. í (96) gátum vér þess, að þá að svo stöddu gætum vér 
ekki sýnt 4. mátann til aðmargfalda I6V5 x ^/17, en nú viljuní 
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\ér gjöra það, ncfnilega að margfalða 16V& með 3, og deilasið- 
an með 17, þannig: * V 

I6V5 X 3 Hér er 38var Vs = ^2/5 = SVö ; skrifa Vs í 
17) 50^/5 productið, én geym 2 ; ' 3svar 16 er 48, og 2 

2^85 geymdir er 50, sem skrifast í procZuc/íáf, svoþar 

er koraið 50^5. Nú byrjar deilingin með 17: 
17 í 50 er 2svar; 2svar 17 er 34, dregið frá 50 (í huganum), 
er eptir 16 og með brotinu I6V5 = ^Vö. felta á nú iíka að 
deilast með 17; .en 17 gengur ekki upp i 82, verðnr því að 
margfalda nefnarann 5 með deilil7, kemur 85, svo að 16^5 X 
3/17 = 282/85, eins og fundið er í (96). 

100. Margföldmi og deiling með broti létlist opt með því 
að taka muUiplicator í parta, ems ög hinar practisftu reiknings- 
bækur kenna*. Sú aðferð er að sundra teljara muUiplicators 

? í samleggjendur, að verði 

^ /"Tölurnarviðneðrahornstafs-^ 

p = n + r^ + ra . . . • ^^.^g j^^jj^ indices. (sætisvísar). Jl 

þannig að sá fyrsti samleggjandí r^ gangi upp í nefnara brots- 
ins q og sé = — q; hinn annar r^ gangi upp í r^ og sé = 

— n = — • — q; hinn þriðji samleggjandi r^ = —r^ = — • 

Vsq 0. s. frv. rn = — . — q, þá verður 

P ^ ÍJL + í^ +•!». • ' !!?. 

Q Q Q q q 

Með þessu pólynomio margfaldast þá muUiplicandus M (51) ; 
en þessar muUipUcationir snúast allar ( deilingar með stærðun- 

um «1, öa,. «3 "•• ^n Þ^í 

M X -í- = -^ — = — qM = — M, en Oi er 1. divisor. 
q q qi ai 

q q Ot gg öi öj aivisor. 



8Íra 



*) t. d. J6ns Gu^bmundssonar lugfræ^ings, blB. 134, o. s. frv., og prestsins 
SigurW Sivertsens á Utskálum, bls. 7ð, o. 8^ frv. 
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M X ?^ = ^ = 1 . i- . V = 1 . -L . J-lf 

q q at 03 On Oi a^ C3 



^^ ♦'n ♦'n^ 1 1 1 ^ 11 1 ^ 

M X — == = — . — • • • — qM = — . — • • • • — M 

q g «1 öa On ^i ^2 «0 



ÁJidl'productið verður þá 



02 «3 «4 



Pjr=(_L+l.JL+_L._L. 1+1 

q Vai öi a^ «1 a^ Ö3 Ö1 

— ^ — .... — I ]j^ ellegar 
«1 a* ön^ 

_ — jif j , — jj^ j . — . — M + • • • • — . -á* • M 

ai «1 Oj «1 a^ 03 Oi a^ Oq 

eplir (51). 

f>ar teljarar brotanna i hverjum líð eru bér = 1, þá snúast 

allar þessar margfaldanir í deilíngar með kvótunum a. En þess 

vegna áttí r^ að ganga upp í nefnara aðalbrotsins q, að nefnar- 

inn segir, hvað margir sé partar heildarinnar eptir (78). Heildín 

er hér -; brotið, sem margfalda skai með, er -; sá partur þess, 

sem hér er tekinn f fyrsta lið, er — . Hann á að styttast með 
teljarasínum r^, svo teljarí fyrsta liðar verðil. þess vegna þarf 
ri að vera sammælir sjálfs síns og nefnarans q. r^ þarf þvf að 
ganga upp i q, eins og áður er sagt. Nú styttum vér brotið: 



n 
q 



1 



«1 
ri 1 

tannig er þá — orðið að — . Nú komum vér til hins ann- 

r^ 
ars liðar— og viljum útvega þvi broti teljarann 1, eins og hinu 

r^ 
fyrra. Vér hljótum þvi að stytta brotið-^ með sammælinum r^ 



fe) 



128 



M = 54836 



X 






— ií =Æíi =182782/3 
«1 

— ifi =il/a =182782/3 

— il/a =1/3 = 3655^715 

— jJ/3 = lí| = 3655^ Vi5 
i- if 4 = Af 5 = 

«5 

?- ilf 5 = J[/, = 
«6 

L_ i^i = Ma = 
1- 31 s = iif 9 = 

i- ilf 9 = ilfio= 
«10 



52228/105 
52226/105 
475"/ll65 

47»5Vii55 

47^^^1155 
47^51/^^55 



1 501 5 NÍJo teU- 

^ II ||-^ ararnir - 

5005 10010 ri =(500578 — 

5005 100 10 ra = (5005Vi — 

1001 11011 rg =(1001V6 — 

1001 11011 r4 =(1001Vi — 

«4 

143 3718 rg = (143^7 — 

143 3718 rg = (143Vi ^ 

13 7163 r^ = (ISVn^ 

13 7163 rg = (13Vi — 

13 7163 r, = {13Vi — 

09 

13 7163 rio= (I3Vi — 

«10 

rii= (lVi3^ 



«11 



^10= ^^1= 
7Jfii= 



3»7ÖVl5015 
258477/15015 



1 9791 7ru= 
1 8477 



(7Vi :- 



a 



11 



4513203^8/15016 96398 

Dér má vara sig á skrifmáta þessarar aðferðar og átíta ekki 
tölurnar, sem hér standa, r^ fyrir blandnar tölur, svo sem SOOóVsj 
beldur þýðir það ber, að 5005 sé Vs úr einingunni eða áður tekn- 
um pörtum bennar, eins og segir úpphaflega í þessum töluiið 
(101). Einungis beilu töiurnar eru rQ, enbrotin, sem standa apt- 

an við þær, eru — . Teljari multipUcators p = 12358 er hér 

leystur upp í samleggjendur : r^ = 5005, r^ = 5005, r' = 
1001 0. s. frv., verður þá 



^i + ^a + «"3 + 



r^ eptir (100), 



en þessir samleggjendur verða allir að geta gengið upp i nefn- 
aranum q og áður teknum pörtum teljarans. Sé neTnarinn lítiUj 
geta menn bæglega fundið þær tölur, er hafa þessa tvo kostí til 
að bera. En s^ nefnarínn stór tala, t. a. m. í þessu dæmi, má 
bafa þar til bragð eitt, nefnilega að leysa nefnaranii upp i sina 



130 

þaö pröduct þar neðan við, og ritá einu sínni ^/i í staðinn fyrir 
alla — og — og er sá vegur skemri ellegar eins og eg 

hefi liér gjört, að margfalda ekki rt, heldur leggja 13 þrisvar 
sinnum við og láta a^^ a^ og aio vera 1. þegar þetta er búið, 
hvor vegurinn sem farinn er, þá eru engír mælar eptir nema 1, 
tilað vinna úpp þá 8, ðem eptir verða, þegar teknirera 13Qór- 
um sinnum af 60, verður því að nota mælinn 1, sem gengur 
upp í öllum beilum tölum. I>á láta menn hann gjarnast vera r 
einu sinni, og margfalda síðan með7, tll aðfylla þá 8, sem eptir 
stóðu af teljaranum p. 

I>að sést nú vinstra megin f útreikningi þessa dæmis, hvernig 
deilarnir a eru notaðir hver eptir annan til að deila dividendui 
Já. Fyrst deilist M með deilinam ax, og er það hið sama sem 
að margfalda M með — og fæst kvótínn M^ eða Itt hlutinn af 

M. I>ar nœst deilist M^ með a^ ellegar margfaldast með — og 

svo hvað af ððru, þangað til öll a eru búin. En haS maður 
gengið margföldunar veg í r^^ og a^^ sem er stundum skemri 
leiðin, þá verður h'ka á sömu stöðum eða sömu liðum að við- 
hafa margfaldanir á kvótunum. Eptir (100) var aðal-proJuc<tJ 
þannig ritað: . . 

^M = llf + -1 . liif + i. . -1 . J-ií .... 
^ Oi a-i a^ ax a^ a^ 

Til að gjöra þetta fyrirferðarminna, má setja: 

fyrsta lið —M = M^. sem er Iti hlutinn af M, 

at 

• •■•*■■■ '■ 

annap lið —M^ = M^ 

þriðja lið — M2 = M'^og yfir hðfuð : 

mt* lið — ^m— i = ^m) Þ^ verður vJSál-productið : 

^m 

jM = M^ + M^ + M^ + Mj, .... M^ .... M^ 

I>essi skrifmáti er hér notaður vinstra megin í dœminn, ellegar, 
sem er sama: 

q a^ ^a^ ^^a^ ^^a^ '^ Om """^ «m+l 

I>etta er uú, þegar lengri vegurinn er farinn. I>ar á mót, þegar 
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þi einungis 7 eptir óteknir, hvort sem heidur er af 60 ellegar 
af 12358, sem var p, En nú fást engir mœlar framar úr nefa- 
aranum q, eíns og vér sáum, þegar vér leystum hann upp f sfna 
factora. f>eír voru 3, 5, 7, 11, 13, 1, og erum vér búnir að 
nota þá alla nema 1, sem mœlir allar heilar tölur. Yér hljótum 
þvi að nota hann, og það 7 sinnum að nýju, til að fylla þessa 
7, sem eptir eru af teljaranum. Hér lcoma þá 7 liðir jafnir eptir 
^9) ^S Þ^8 Jafnir r^, líkt og nú þegar skeðí. Hér verður nú h 
= 9 og fc = 7, og einkenni eg þetta h frá hinu fyrra með 
stryki þannig: h\ t dœminu hérað fhiman hafðieg þessamarg- 
földunaraðferð, af þvf mér var leitt að skrífa svo marga sam- 
leggjendur. 

Til að glöggva þetta betur, reikna eg hér aptur sfðara hluta 
dæmisins með skemri aðferðinni og byrja i r^. Nú er þ4 
12358 — 5005 — 5005 — 1001 — 1001 — 143 — 143 = 60. 

Af p standa eptir 60 
mn «7i6oi6=Viooi 

ilít=-^ife=Vii^6= 47i\Vf í3 7163(13Vii r^^Vnrs^r^ 
M^= TcM,= 3if,=U2|U 39 6474(398/i rt== Sr,= Ir, 
M^=^M,=yi3M,= SiVifiV 1 9791 dVis r,=Vi8r,=^rt 

Jfio=fcX= 73/9= 25HH 7 8477 (7Vi rio== 7rj=k'r, 

2>9t«sVA 31905 
Summa liðanna f nial' productinu — if niður að liðnum Mf 

var orðin = 44913**3'/i6oi5, ogþegar 

þar við bælist úr síðara hluta . . . 219'®^'^/i6oi5 

verður summan aðalframkvæmið . . 45132®*®®/i6oi6. 

102. Fleiri talnadæmi viljum vér setja hér til að skýrabet- 
ur ýmsa eiginlegleika þessarar aðferðar, M getur veríð brot eða 
blandin tala, einnig fleirkonar tölur. Yér tökum t. d. V? X ^lxt 
I»að ^iá gjöra á fleíri vegu svo sem : 
«/7 X V12 12 = 2 . 2 . 3 

-28 — 4^2.2 

Vt 4 (4V8 Hér er bezt að velja factormn 3 fyrir Oi, 

V»8 ^ (^V* þvf ef eg vel 2 til að vera aj, þá veröur 

V«3 5 productið af hiúium tveimur 2 . 3 = 6, of 
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er œtfð ein, en engar fleiri, sem er ^A (mod. n). þegar A er 
eptír geBþekkní gefln tala. 

þvf þegar deilt er tölunum þanníg eptir rðö með sama divUor, 
og yflr enga er hlanpið, þá vaxa leifarnar alt af um 1, ellegar 
þærverða = o; þetta gengur í umferðum þannig, að sðmu leif- 
arnar koma óaflátanlega aptur og aptur (eíns og vikudagamir) 
hversn lengi sem haldið er áfram að deila þeim komandi tðlum. 
En liðirnir f umferð hverri verða eins margir sem einíngamar 
f modulus, þvf hann er divisor. Og loksins : hvaða tala sem tll- 
tekin er, þá fœr hún einhverja af þessum leifum eða o, en engar 
fleiri (eins og enginn dagur kemiir sá, að hann ekki beiti elns 
og einhver einn af vikudðgunum, þar modulus dagatalsins er 7. 
þeir, sem kunna flngrarím, geta skilið þásetningu, aððllártðl 
Krists, sem hafa sama gyllinital, eru eongruent eptir mod. 19. 
j^annig er 

1788 = 1845 (mod. 19). 
Vér viljum reyna residua minima þessara ára. 
19)1788(94 19)1845(97 

171 171 

78 135 

76 133 



2 2 

Á þessum árum er annars gyllinitalið 3. þegar Eristur fæddist, 
var ártalið 0. Reynum þess árs residuum. 
19)0(0 . 


TunglOldiDa hafa menn tátið byrja við Kristsfæðinga, svo gyllini- 
talið væri þá 1. þar af ieiðir regjuna til að flnna gyllinital, að 
leggja 1 við ártai Erists og deila svo með 19. Eöllum vérárlai 
Erists A, þá má flnna gyllinitalið með þessari congruentiu: 
A + í ^ gyllinilal (mod. 19). 
1788 1845 

1_ 1_ 

19)1789(94 19)1846(97 

171 171 

79 136 

76 133 

3 3 
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(104). Nú gétur deHing þéiirra meö moðúlus n táknast þannig 
eplir (103, 5) 

a = hn + q 

b = kn -{- r 

a — b = {h — h) n + (q — r) 

q — r = 0, þar leifarnar eru jafnar 

o — b = (h — Ti) n. 
' I»ar h og Jt eru beiiar tðlur, þá er h — h einnig heil tala| 
sem má heita l, þess vegna 
a — b = In \ 
og þetta þýðir sama sem 

a — 6 = (mod. n) 
Merk: f>etta má samanbera við fyrsta talnadæmið í (104). 

108. Tölur, sem eru samsvarandí eptir vissum mcxítiZu^^ eru 
einnig samsvarandi eptir mælum hans, því ef 

a — b = In 

n = {xv; þegar pi og v eru heilar tðlur, þá er 
a — 6 = ZjjLV 
J>að er : v gengur upp i a — b ejía 
a = b (mod. v). 

109. Ýmsar tðlur a og c^ sem eru sámsvarandi einni 'og 
somu tðlunni b eptir sama modulus, eru einníg samsvarandí hTor 
annari eptír sama moduliís. 

a = 6 (mod. n) 

c s ft (mod. n), ^i a = e (rriod. n). 

j>ví a — b = l^n \ 

c — b = I^n > eptir (107). 

- + - ) 

« III II 11 ■ ■ 

a — c = (li— h) ^ 
það er a ^ c (mod. n). 

liO. Leggja má saman samsvaranir sáma modulusar, draga 
eina frá annari, margfalda congruentiu báðum megin með einni og, 
sömu tölunni, og margfalda ýmisleg^v congruentiur saman, er 
hafa sama modulus; heíja má og congruentiu uppíeítt ogsama 
veldi báðummegiU; ef vísir veidisins er positif og heill. þannig 
má álykta: . . . . 
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Ðæmi upp á frumfölurnar eru: 
1, 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 
59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97, 101, 103, 107, 109, 113, 
127, 131, 137, 139, 149, 151, 157, 163, 167, 173, 179, 181, 
191, 193, 197, 199. 

112. Að finna, hvort gefln tala er frumtala eSur samsett. 
f>ar til hafa menn enga aðra almenna reglu en að reyna eða at- 
huga, hvort nokkur lægri frumtala gengur upp í henni. þessí 
athugan verður að byrja með þvf, að deila með hinum lœgstu 
frumtölum að frátekinní 1, og halda áfram, unz kemur að frum- 
tðlu, sem margfölduð meðsjálfri sérgefur product, semerstœrra 
en hin gefna tala. Seljum nefnilega, að hin gefna tala, séra 
rannsakast áltí, væri p, og engin frnmtala lægri en a gengi upp 
í p, en a* > p, þá er p frumtala. f>elta sést af þvf, að þvf 
meir sem menn stækka divisorana, þá minka kvótarnir, og þegar 
deilt er meða, og aa>*p, þá er kvótinn orðinn minnien a, þvf 

p < ota 



a 



— <c^ a 

a 



það er þá búið að reyna, að engin frumtala < a gengur upp 
f p. En þar af leiðir þá einnig, að engin samsett tala eða nokk- 
ur heil tala <; a gengnr upp f p. I>vf engin samsett tala fyrir 
innan a getur haft aðra fmmfactora en frumtölurnar, sem búið 
er að reyna, og samsettu tölurnar samanstanda af tómum frum- 
tölum. þegar því engin fruratala fyrir innan a gengur upp f p, 
þ& er útséð ura það, að engin samsett tala eða nokkur heil tala 
fyrir innan a gangi upp f p. En setjum nú, að stærri divisor 
en a gangi upp f p ; en þá yrðl líka minni kvóti en a að gangá 
upp i P' þvf ekki gengur divisor upp f tölunní, nema kvöti 
hans gjöri hið sama. Kvótarnir, sem nú koma, þegar reyna skal 
divisorana, sem eru stœrri en a, verða þvf að hafa tvö eðli : 
þeir verða að vera heilar tðlur, og þeir verða að vera mínni en 
a. En vér erum búnir að sanna, að engin heil tala rainni en a 
og > 1 gengur upp f p. |>ess vegna er p frumtala. 

Að divisor, sem er heil tala, gangi ekki upp f heilli töiu, nema 
kvóti hans gjöri hið sama, kemur af því, að divisor og kvóti eni 
factorar dividendi (58, 2) eða (57, 2). Fmmfactorar kallast þeip 
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Pi = 3) 2054943 == N^ 



N N 

p, = 3) 684981 = - = -3 



N N 

p, = 3) 228327 = — ^ = -^ 



N N 

V2 = 11 ) 76109= ^3 = F 

p^ = 11) 6919 = ^ — = TFTT 
^' ^ Px^P2 3M1 

N N 

P3 = 17) 629 = -4-^ = oáVr 
^' ' Pi^Pa 3M1^ 



p^ = 37) 37 = 



N N 



PiWp^ 3M1M7 



1 = ^ y 



PíWPbP* 3M1M7.37 
þá er iV^ = PiWPtP^ = 3M1*. 17.37. 

f»elta má lesa evo: 

Talan 2054943 = fyrstu frumtöluDni 3 í þríðja veldí^ marg- 
faldaðri með annari frumlölunni 11 í öðru veldí sinnum þriðju 
írumtölunni 17 sinnum íjörðu frumtðlunni 37. 

Athugi. þegar bin gefna tala er stór, þá er erfltt að leysa 
bana sundur í hennar fruaifactora, einkum þegar þeir eru stórir 
og margar minni frumtölur verður forgefins að reyna. f>ess 
vegna hafa raenn útreiknað töflur, sem innihalda hinar iyrsta 
tölur, leystar sundur í þeirra einföldu gjörendur, svo sem: 

Georg Freyherm von Vega, Logarithmisch'trigonometrische 
Tafeln, l.und 2.Band. Leipzig 1814. Nær frá Itil 102000 og 
yfir frumtölurnar frá 102000 til 400000. 

J. H.Lambert. Supplementa tabularum logarithmicarum ý 
trigonometricarum, cur. Felkel. Olisipone 1798. Inniheldur faC' 
torana til 1020000. 

Cribrum arithmeticum confecit L. Chernac, Daventriœ 1811. 
Nær með factorana til 1020000. 

Table des Diviieurs p. Burckhardt. Paris 1814. Hún nær 
til 3036000. 

114. Frumtölur sfn á mílli eða ósammælds^r (ntimm primi 
inter se, á dönsku: indbyrdes primiske) kaliast þær, sem hafa 
engan sammæli utan 1. I>ar á móti heita þær tðlur samsettar 
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tölum. Að þetta sé samdeilandi, sðst af því, aS bœði mq og nq 

gengur upp ( mnq^. En samdeilandi þessara talna gœti verið 

minni, því báöar töiurnar ganga upp í mnq. Hér af sést, að 

satndeilandinn verður að hafa í sér alla talnanna factora, og má 

engan þeirra missa. Nú er productið 

ab = mnq^ = mnq . q 

Deil nú með q, fæst 

ab mnq^ 

— = = mnq 

f>að er: hinnminsti samdeilandi tveggjatalna a og6 er þeirra 
product ab = mnq^ deilt með þeirra stærsta sammæli q. En til 
þess að q sé hinn stærsti samrnælir, er hér gjört ráð fyrir, að a 
og b sð leystar upp í alla sína factora eptír (113) og að g síð- 
an fáí alia þá factora, sem sameigínlegir eru í a og 6. 

Sé nú a og 6 frumtölur sín á milli, þá er g:^ 1 eptir (114), 
og — = -j- = o^' í>ess vegna verður hinn minsti samdeii- 
andi talna, sem eru frumtölur sin á milli = þeirra producti ab. 
Sé tölurnar fleirí, svo sem 

«1 «3 «3 ^4 «6 "•• ^n 
= miqt m^qi m^q^ m^q^ »W5^V^»Wngn-l 
þá er fyrst fundinn minsti samdeilandi fyrir a^ og a^ að yera 

síðan minsti samdeilandi fyrir 
— r- og as 

qt 
Hafi þessar tölur einhverjar engan sammæli, þá margfaldast 
þœr saman eins og frumtölur sín á miUi; þvf þá er sammælir 
þeirra ^^ = 1. En haQ þær sammæli annan en 1, og hann er 
er q2j þá margfaldast tölurnar saman og deilast með honum ; 
verður satndeilandinn 

= O1O2O3 _ OiOa a^ 
9i^2 ^t ' q^ 

og yfir höfuð: 

«lOa «3 «4 On 
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Vðr getam skoðað þetta ððruvfsi með þvf, að loysa allar i61- 
urnar sundur f þeirra einföldu factara, og f bókstöfum tákna 
þœr þannig: 

a-ibiCidi a^h^c^d^ (h^zC^d^ ^a^a^a^a 

Hafi þær nú saméiginlega gJOrendur, má tákna þá stafl með 

sama index, ef þelr koma ekki nema einu sinni fyrir f sama lið, 

en álíta þá sem ýmislega gjörendur, ef þeir koma optar f sama 

lið, t. d. ef ði kæmi fram f Ita 3Ja og 4%u tölunni, og b^ kæmi 

f Itu og 2ri , þar að auki skyidi a^ koma f annarí og 4%a, þá 

mætti skrifa þær svona: 

aib\Cidi a^biC^d^ a^b^c^d^ a^b^a^d^ 

Siðan mætti margfalda þær saman og deila með producti sam- 

mælanna þannig: 

a ibiCidiaibiC^d^aib^Csdfia^a^b^d^ ^i.^^^"^j.^jr^ 

. • = aiOieiaia^c^a^o^Csd^o^d^ 

Epmi sammælir cinungis fyrir f tveimur tölum, þá er það nóg 
til að hann sé sammælir, en komi hann f þremur, verður að 
skrifa hann að nýju, og svo einu sinni fyrir hverja tölu úr þvf, 
sem hann kemur fyrir f. 

Skoðum nú þetta eptir (90) 

a^) aibiC^di a^b^c^d^ a^b^c^d^ a^b^a^d^ 



^i) biCidi a^biC^d^ b^c^d^ b^a^d^ 

a^) ^idi a^c^d^ ^z^sí^í b^a^d^, 

Cidi c^d^ b^c^d^ 64^4 

Hér má sjá, að reglunni f (90) ber saman við regluna f (116). 

Merk: Fullkomnari og hægri máti kemur síðar (122, 3). 

117. f)egar frumtala p gengur hvorki upp f a né 6, þá 
gengur hún heldur ekki upp f framkvæmi þeirra ab. 

f>að er sannað (115), að þegar tala (þar n) hér p gengur upp 
f framkvæmi tveggja annara a og b, þá gangi hún einnig upp í 
fíamkvæmi þeirra deilingarleifa q og r. þar af leiðir þá einnig, 
að ef p gengur ekki upp í deilingarleifanna productiqr, þá gengur 
p heldur ekki upp í ab. 

Til að sanna, að p gangi ekki upp f ab, er þá nóg að sanna, 
að p gangi ekki upp f qr. Ef þar þá væri ýmsar slíkar tölur r r 
r\ allar minni en p, sem margfaldaðar með q væri dcililegar 
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stendur, verður skiljanlegt, ef leýstar eru tölarnair upp í þeirra 
gjörendur, svo sem : 

2.2.3 og 8.5 
2.2. 5 
^. Hér ganga fyrri 2 f divisor upp í fyrri 2 í dividendus; sfðari 

•^ 2 f divisor upp í síðari 2 f dividendus, og 5 f divisör upp í 5 
f dividendus. I>á verða umfran) 3. 3 f dividendus. Hér verður 
kvótinn 9 = 3. 3, því kvótinn fær þá factora, sem dividendus 
hefiT fram yflr divisor (63, 3), því deilir og kvóti eru gjörendor 
deilanda (58, 2). f>ó þessir 3 . 3 ekki hefði. verið í deilanda, 
þá hefði deilir samt gengið upp f deilanda, þvf kvótinn hefði þá 
orðið 

2.2.5_20_ 
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119. Samsett tala gelur einungis á einn veg orðið upp- 
leyst í frumgjörendur; það «r að skilja f sömu frumtölurf sömu 
veldum. 

I>ví setjum, að talan N yrði á tvo vegu uppleyst f frumgjör- 
endur eða einfaida factora, eins og f (113), nefnilega að fundið 
yrði N- = abcd — , og líka = ABCD ••••; þá væri 
abcd • • • • = ABCD • •• • • 

Uér er abcd • • • • multiplum af a; þá verður eínnig a að ganga 
upp í ABCD — ; þess vegna verður a að ganga annaðhvort 
upp f A ellegar B, ellegar C ellegar D o. s. frv., þvf ef a gengi 
ekki upp í neinni þeirra, þágengiaekki upp f productinu ABCD 
— eplir (117). Gangi því a upp f A, og báðar eru frumtöiur, 
þá verða þær að vera jafnstórar, því frumtala er einungis deiUleg 
með sjálfri sér (og 1). (111). Sama væri að segja um aogallar 
hinar töiurnar B^ C, D — , að hún verðurað verajöfn einhverri 
þeirra, þar þær allar eru frumtölur. Setjum því a = A og deil- 
um abcd — raeð a og ABCD •••• með i4; verða kvótamir 
jafnir eptir (76, 1), nefnilega bcd — = BCD — Með sama 
hætti sannast B = b^ C= c, D == d, o. s. frv. Sé nú fleiri 
frumgjörendur jafnstórir, þá má tengja þá saman f veldi, og 
veldin verða þá jafnhá í báðum þessum ímynduðu myndum tðl- 
unnar N Verður þá 

N = pf'p^'pf^ . • • . pft 
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BÍ satt, kemur til af þvf, a5 allar tölur deildar með sjálfum sér, 
verða = 1 ; þannlg er — = 1 . 

Nú er n^=n^ — ^ þvf X — X = 

yjX — X ^ n eptir (63, 4) 
n^ 

n^ 

_ = 1j þvf tala deild meö sjálfiri sér 

^ er = 1. 

f>es8 vegna 

n^ = 1. 

Af þessu verða factorarnir i nuUta veldi sama sem 1. 

Til þess nú að kunngjöra form allra deiianna í N, má hafa 
þessa skript: 

p^- pT' pf' •'" pT' 

þannníg að 

mi sé ein af tölunum 0, 1 , 2, 3, • • • • ai 

m^ ein af tðlunum 0, 1, 2, ^^••••aa 

7??3 ein af tölunum 0, 1, 2, ^^••••OC} 

wit ein af tölunum 0, 1, 2, 3,- •••04 
{>egar talan N heflr þetta lorm : 

N = pf^P^^pf^ ••••!>?* 

Með þessu móti verða 1 talnadœminu (120) factoramir i pf^ 

eða 3^ þessir: 

30 3^ 3^ 3» 

og summa þeirra 

30 + 31 4. 32 ^ 33 

það er 

1 + 3 + 32 + 3« 
eða 

1 + 3 + 9 + 27 
Hér er auðséð, að tðlurnar 1, 3, 9, 27 eru allar saman /acíorar 
í 27, og er fjöldi þeirra: 

1 + ai = 1 + 3 = 4 

Sömuleiðis eru factorarnir úr p^^ eða IP þessir 
110 111 112 
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««1+1-1 ««2+1-1 P^'+'— 1 

Pi— 1 pa— 1 Pt — 1 

því í serie A 



,Ti «n 



^ ~"-^ a;°-i + aa:°-'» + a'x''-^ • • • • o''-^ æ + o°-^ 
a; — o 

er X = Pi n = a^ + 1, o = 1, þess vegna 

«t+l_j 
||— i Pft + Pft-* + pf'-2 •••• Pt+l 

t>ó að þessi series snúi öfugt við það, sem veldin hækka bjá oss, 
er það þó auðséð, að allír liðirnir eru hiDÍr sömu, og sumroaa 
því hin sama. 

Fac/oratalan í productum frumtalnavelda er product factora- 
talnanna í hinum margfölduðu frumtalnaveldum, og /acforatalan 
í N verður 

(1 + ai)(l + aa) •••• (1 + (X-t) 

Heimfærum vér þessar formulur upp á ofanskrifað dæmi og 
tökum product tveggja fyrstu frumtöluveldanna 

þá höfum vér 

1+3+32+33 
1 + 11 + 11« 



1+3+32 +38 

il + 3.11 + 32.11 + 3». 11 

112+ 3^ ip^ 32.112 + 33.112 

I>essir factorar eiga að vera að tölu (l + 3)(1 + 2) = 12, 
og þeir ganga allirupp í 3^ 11^^ ogsumma þeirra á að vera = 
3*— 1 113— 1_80 1330 _-«^^ 

3-:i:i • n"^- T • Tö" - ^^^^ 

og stendur það heima, því: 

Summan í fyrsta partialproductinu er 40 

í öðru 440 

í þriðja 4840 



5320. 
Til að fá factorana og summu þeirra í hinum þremur fyrstu 
frumtalnaveldum, á nú þetta product að margfaldast með 1 + 
17, þá fæst 
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sammœla, eins og þurfli f (116). í dœminu, sem þar var tekið, 

voru tölurnar: 

10 15 16 18 

Uppleystar 2.53.5 2* 2.3« 

Hér sé eg þrjár frumtölur: 

2, 3, 5, 

þá set eg hverja þeirra i hið hœsta veldi| sem þær hafa í tölun- 

um, og fœ 

2,3,5, 

og er þar þá kominn hinn minstí samdeilandi = 16 . 9 . 5 
= 144 . 5 = 720. 

Hafa má svipaða aðferð til að finna stærsta sammæli og minsta 
samdeilanda handa tííteknum tölum, sem eru uppleystar { frum' 
factoraj þá: að rita alla frumgjörendur þeirra í röð, og setja 
síðan hvern þeirra í hið lægsta veldi, sem þeir hafa f tölunum. 
En þar af leiðir, að þeir verða að setjast í Ot& veldi^ sem ekki 
fyrírkoma nema i sumum af tölunum. í þessum tölum voru 
frumfactorarnir 

2 3 5, 
2 koma ekkí fyrir i 15, 3 ekki i 10, og 16, og 5 ekki i 16 né 
18. I>essir factorar eru því i Ota veldi, eða = 1 i þeimtölum, 
sem þeir ekki fyrirkoma f, og Ota veldi er þeirra hið lægsta i 
tölunum. Stærsti sammælirinn verður því: 
2« . 3« . 5« = 1 . 
123. Stærsti sammælír talna er ætfð deililegur meö sðrfiverj- 
um sammælí sömu talna; og hinn minsti samdeilandí er mælir 
allra samdeílanda sömu talna. 

þvi þegar nokkrir mælar p^ip^^p^^ • . . • ganga upp í ^ýmsum 
tölum N, P, Q, þá verða mælarnir að hafa sömu frumtölur sem 
þær, ogenga aðra frumtölu en sem liggur i þeím (121). {>essir 
mælar geta þvi allir sezt i það hið almenna form j>™ip™*p™a- . . . 

17 8 

hvað frumtölurnar p^, pj, p^, •••• snerlir. En veldisvisarnir fHn 
m^, m^ •••• geta verið ýmíslegir. Nú þar stærsti sammœlirlna 
er svo gerður, að frumtölur hans eru i hinu lægsta veldi, sem 
þær hafa i tötunum N, P, Q, þá verða hínír minni sammœlarað 
hafa einhverjar frumtölurnar i lægri veldum, heldur en stœrsti 
sammælirinn. þar nú allar frumtðlurnar eru hinar sömu, og 
ekkert getur verið ólikt nema veldisvisarnir^ þá roá subtrahera 
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anda sömu talna, leiðir meö líkum hætti af þv/, að frumlðlurnar 

eru hinar sömu i himim minsta samdeilanda sem í tOlunum J^, 

P) Qf og exponentamir i honum eins stórir sem hinír stærstu i 

þeim, (121) samborið við (89), og þar eð tölurnar N, P, Q, eiga 

einníg að mæla alla sína samdeilendur, þá verða sömu frumtöl- 

urnar i sínum hæstu veldum einnig að liggja i öllum þeím. Og 

þar að auki geta i binum stærri samdeilöndum talnanna JV^ P, Q, 

verið fólgnar aðrar frumtölur, sem ekki liggja i N, P, Q. 

124. |>egar ýmsar tölur margfaldast með sama /acíor, ellegar 

deilast með sameiginlegum divisor (mælí), þá verður bæði þeirra 

stærsti sammælir og einnig þeírra minsti samdeilandi multipli" 

ceraðir með sama factor eða divideraðir með þeira sameiginlega 

divisor. 

Setjum tölurnar sé N, P, Q og marfaldist meö n, svo verði 

nN, nP, nQ; enn framar sé stærsti sammæiir þeirra = «, og 

stærsti samdeilandi = S; þá verður 

N 

— = t þá er i\^ = sí og nN = nst = ns .t 



8 


* 




« 


i* 


P 

-— U 

8 




• 


P = su 


nP — -nsu — n8 ,u 


8 






Q — sv 


nQ — nsv — ns .v 


I>á er 








þess vegna 


nN 

— — ns 

Z' 






wföldu N, 


P> Q, fylgir nfalt s. 


nP 

— = ns 
u 








_ 


nQ 

-^ — ns 

Enn.framar sé 












N, 


og 


P. ""^' 


ognS — nN.þ 


S S 
P œ 


p 




nS 
nP 

CB 


nS — nP.œ 


9 ' .. S 

Q 


Q 




nS . 
— — nQ 

^ 


riS — nQ . ö 



Y&r höfuð: nföWu N, P, Q fylgir nfalt S. 

Hvað deilinguna si^ertir með sameigiulegum divisor,. þá má 

setja n = y , þannig að r sð sá samelginlegi divisor. f»á er 
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Að tölurnar t, u, v, þ, œ, ö, gjöra hér enga breytíngai sést 
af því, að þær eru binar sömu, hvort sem menn margfalda eða 
margfalda ckki, deíla cða deíla ekkí. 

125. Hinn stærsii sammælir talna er hinn minsti samdeil- 
andi allra sammæla þeirra. 

{>vf sá stærsti sammælir talnauna hcfir í sér alla sammæla þeirra 
og frumtölur þeirra allar í hinum lægstu veldum, sem þær bafa 
í tölunum (122). £n þegarvér berum bínnstærsta sammæíí sam- 
an við sammælana sjálfa, þá heðr hann allar frumtölur þeirra 
allra í binum bæstu veldum (123). það er með öðrum orðiim: 
bann er þeirra minsti samdeilandi (122). 

Til dæmis veljum vér sömu tölurnar sem f (124). 

2* . 3« . 5 23 . 3 . 5 2« . 3 - 5« 

Stœrsti sammælir = 2^ . 3 . 5 = 60. 



Sammælarnir eru : 



2*. 


3 . 5 — 60 


2«. 


3» . 5 — 20 


2«. 


3». o«— 4 


2«. 


3 . 5»— 12 


2 . 


3 . 5 — 30 


2 . 


3». 5—10 


2 . 


3 . 50— 6 


2 . 


3». 5»— 2 


2». 


3 . 5 — 15 


2». 


30. 5 =-. 5 


2». 


30. 5«— 1 



Að stærstí sammælirinn beflr bér f 
sér allar frumtðlur sailamælanna f 
þeirra hæstuveldum, er hérljóst; og 
að hann þess vegna sé þeírra míosti 
samdeilandi eptir (122) og (123). 



Eptir aðferðinni í (90) að finna minsta 
samdeilanda stendur reikningurinn 
svo: 

2 ) 20 4 12 30 10 6 a tg g l 

2) 10 615 

*ö «15 2.2. 15 = 60, minsti 

samdeilandi. 

I>að cr athugavert við þessa aðferð, að bún stundum gefur ekki 

binn minsta samdeilanda, heldur annan stærra, það er að skilja, 

ef menn ekkl deila með ftrumtðlunum eða binum minsta tðliim; 

{>annig er f þessu dæmi, ef menn deila með 4 í staðinn fyrir 

með 2 . 2, þá er það svo: 

4) 20 12 30 
-: g — j^r~ 4 . 30 = 120, stærri samdeilandi.. 

Eins er, ef menn deila með 10 



\ 
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sS og productin vcrða ein og sama stœröin viö báfiar margfald- 

anirnar. 

8 = b^. IK M^ P= 5*. 7». 11« 

S == 5*. 7*. 11» Q = 5«. 7*. 11» 

sS = 5«. 77. 11«^ PQ = 5«. 7'. 11* 

Af þessari setnlnga leiðir þá, að stœrsti sammœlír óg minsti 
samdeilandi geta ákvarðazt í tveimur tölum hvor af öðram. 

127. Hinn stærsti sammœlir og minsti samdeilandi breytast 
ekki fyrir það í öllum tölunum, þó hvor þeirra sé settur fyrir tvœr 
af tölunum sjálfum, það er að skllja sá, sem gildir í þeim tveim- 
iir tölum, sé settur íyrir þær Ivær tölur sjálfar. því: 

Hinn stærsti sammælir fleiri talna er p^roduoi frumtalna þefrra 
allra-i ifl^£^*--r^iiiii. Frumtölurnar geta álitizt hinar sðmu í 
ollum tölunum, þegar hinar vantandi eru skoðaðar í nullta veldi. 
Hin lægstu veldi cru hín sömu, hvort sem þau eru út af fýrír 
sig, eða sameinuð öðrum hærri. Hérverður því í tillili til stœrsta 
sammælis engin breyting á honum í ölium töUmum, þó fstaðinn 
fyrir hverjar tvær af tölunum sé settur þeirra stærsti samroælir. 
Líkt er það að sínu leyti með hinn minsta samdeilanda. Hín 
hæstu veldin cru hin sömu, hvort sem þau eru út af fyrír 
sig, eða sameinuð öðrum lægri. I>ar verður því engin breytíng 
á hinum minsta samdeilanda, þó tveggja talna minsti samdeil- 
andi sé settur fyrir þær tvær tölur sjálfar. 

Hér af leiðir, að það er leyfílegt að útreikna stærsta sammœli 
og minsta samdeilanda fyrír tvær af tölunum fyrst, setja svo það, 
sem útkemur fyrir þær sömu báðar, taka svo hina þriðja með 
útkomunni af hinum fyrstu, svo hina fjórðu með útkomunni ann- 
ari 0. s. frv. . 

Athugí. t>etta leyQ heQr einnig verið notað (116), þar sem 
reglan fyrir minsta samdeilanda er útvíkkuð til fleiri talna. En 
þar ekkert síðan heQrverið grundvallað á þeirri reglu, áh'tumvér 
það ekki skaða vort mathematísha lærdómskerQ. 

128. Tala, sem erósammæld meðfleirum öðrum, ereinníg 
ósammæld með þeirra framkvæmi ; og þegar ýmsar tölur eru ó- 
sammældar, þá eru þær það einnig með öllum beilum veldura 
þeirra talna. því: 

f>egar tðlurnar eru ósammældar, þá hafa þær engan sammæli 
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I>vf exponentar sama stafs eiga að leggjast Baman imarg(öidun- 
iQDi eptir (53). En þegar exponentinn er binn sami við aila 
factorana, eins og erí velda upphafningunní, þá snýst samlagn- 
ing exponentanna í margfðldun með exponentinum ; þess vegna 

(m«)* = m«-* = mö. 
t>e~ss vegna, þegar a er haíið upp f nta veidi, þá eru vísarnir p 
margfaldaðír með n; kemur n^ = a. 

Ðæmí upp á höfuðselninguna f þessum tölulið getur verið gðmol 
þula, er \^v höfum, er þannig hljóðar: 

Maður gelíkinná hallargólf, hafði í hendi stafl 12, enáhveij- 
um stafnumgreinirnar 12, á hverri greininní kvistína 12, á hveij- 
um kvistinum iaufln 12, á hverjn lauflnu æðarnar 12, á hverri 
æðinni teningana 12, og á hverjum teningnum teniugsaugun 12. 

Hér eru veldisstigin 7 = n, a = 12 = 2* . 3, a™ = 2«'^ 
. 31-7 = 2^* . 3^, j}^ = 2, pa = 3, oi = 2, aj = 1, svo a= 
pj^pf^ = 22 . 3 = 12, a^ = p^^^p^^^ . V'^ . ^*^-* = 2^-*. 3\ 
þcttamáámarga vegu útreiknat. a. m. með þvf að heQa 12 í 7^ 
veldí, 12. 12.12. 12. 12.12. 12 = 35831808 ellegar (12.12. 
12)« . 12, en 12 . 12 . 12 = 1728; þá 12^ = 1728« . 12 = 2985984 
.12 = 35831808, ellegar (12.12)3.12 = 144». 12 = 2985984 
.12 = 35831808, ellegar 12«. 12^ . 12« =144 . 1728 .144 
= 248832. 144 = 35831808. En þetta má eínnig reikna eptir 
frumgjöröndunum og veldum þeirra jj^p* og i>?P*, og það á ýmsa 
vegu þannig: 2^« =(2.2.2.2.2.2.2)« = 128« = 
16384, sem margfaldast á með p^P^ = 3^ • 1 = 3' = 2187 = 
3.3.3.3.3.3. 3,nefnílega 16384.2187 = 35831808; 
hinn fyrri factorinn 2^ • « = 2« • ' = 4 . 4 . 4 . 4 . 4 . 4 . -4 
= 16 . 16 . 16 . 4 = 64 . 64 . 4 = 64« . 4 = 4096 . 4 
= 256 . 64 = (8 . 8 . 2)« 0. s. frv. Síðari factorinn 2187 
= (3V . 3 = (3y . 3 = 9 . 9 . 9 . 3 0. s. frv. Svo má 
og blanda factorana t. a. m. 2.2.3.2.2.3.2.2.3. 

12 . 12 . 12.12, og margvíslega má setja þetta sundur og saman. 
131. fegar tala (N) er fullkomið veldi af fleiri stigum, svo 
sem ni, n^, n^ •••• nefnilega 
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(m»w)(mm)(mm)(fwm)(mmXw>wX''*''*)(''''w)(mm)(fnm)(fnm) (mm) (mm) 
(mm)(mm) = (mmm)(mmm)(rnfnm)(mmm)(mmm)(mmm)(mmm) 
(mmm)(mmm)(mmm) = (mmmmm)(mmmmm)(mmmmm)(mmmmm) 
(mmmmm)(mmmmm) — (mmmmmm)(mmmmmm)(mmmmmm) 
(mmmmmm)(mmmmmm)=(mmmmmmmmmm)(mmmmmmmmmm) 

m 

(mmmmimmmmmm) = (mmmmmmmmmmmmmmm) 

(mmmmmmmmmmmmmmm). 

132. Sð stærðia a^ ekki veldistala i 

iV = a^i = a^» = aj» •••• 

í (131), það er að skilja, ef anaaðhvort frumgjðranclanaa visar { 
oi eru ósammældir, ellegar a^ er ópotenseruð, eða i svo kölluðu. 
fyrsta veldi, en skal uppheQast f ntaveldi til að verða = ^, og 
JWá að vera fuilkomið veidi af ýmsum stigum (131), svo semni, 
^ij ^3"* '9 Þ^ verður nt deililegt með n^, fh""i ^S ^a og a^ 
verða þá veldistölur, sem upphafðar tii ýmsra velda verða = N. 
{>ví þar frumgjörenduraír i a^ hafa ósammælda vísa, og a^ 
þarf að potemerast með n^ til að verða = N, þá verður a^ í 
fyrstunni að vera ópotensenið tala(130) og þess vegna hin minsta 
talan, sem verður potenseruð i N, þá verður hún að vera eining 
samdeilanda veldisstiganna, og sama sem m i (131). Húnhlýtur 
þvi að potemeroBt með stœrstum exponent, eða með tölu, sem 
er minsU samdeilandi talnanna n^, n^, n^ — , og n^ verður þá 
hinn minsti samdeilandi þeirra sjálfur, en hinir exponentarnir 
n^, n^"'* verða þvi að ganga upp i honum eða vera mælar 
hans. Hér af leiðir þá aptur, að tölurnar d^ og ^(••••j sem 
einungis potemerast með mælunum til að verða = iV = a^i , 
verða að vera veldistölur, til að eiga eins og skemra i land tíl 
að verða = N; þær verða nefnilega að vera á borð við (mmm • • • •) 
i tölulíð (131). Með bókstöfum roá þetta þannig tákna: 

iVr = aí» = a?* = aj* •••• 

= (a*i>^i= (a*a*"a = (a*9'°3 • • • • 

Setjum nú (%i = 1; til að tákna a^ sé ópotemeruð tala, þá 
má setja a^ i staðinn fyrir 611 a, sem hér eru án index; þá 
verður 

N = a?* = (af a)'^» = (afa)°* • • • • 
Hér er a^ sama sem a\ eða eíning veldisstiganna, og undlr 
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eins sama sem m i (131); þar á móti er aj^^ a^ •••• sama 
sem (THfTim • • • •) í (131). Hðr sést og, að 

fll = ajHj = ^3^3 • • • • 

f»a6 boðar, að n^ sé deilileg með n^, n^ ••••, og sé veldís- 
stiganna minsti samdeilandí. Sé nú ekki oi eða hín ópotenser- 
aða tala gefln, þá hlýtur hún þó ætíð til að vera, þvf veldis- 
etlganna samdeilandi getur ekki staðizt án þess hann hafl eln- 
ingu, og einiDgin er a^ eða m. I>að getur veríð, að a^ sé 
ekki samsett af ýmislegum frumtölum, svo ei sjáist, að frumtaln- 
Ciiina vísar sé ósammældír, en þá hljtur samt kunnugt vera, hvort 
J>að er potenseruð tala eða fyrsta veldi. Sé hún potenseruð, þá 
má hún ekki vera a^ heldur verður að leita að annari tölu, er 
S^ti verið a^, og fengið hínn stærsta exponent n^ i tðlunni N. 

133. Þegar teljari og nefnari brots — eru frumtölur sín á 

o 

vniUi, þá er brotið óstyttanlegt eða frumbrot (á dðnsku : irreducibel 

£r5k = Primbrðk) ; þá geta menn ekki sett neinar minni töiur í 

8tað teljara og nefnara, án þess brotsins gildi raskist. 

þvi af (85) sést, að stylta má brot með sammæli teljara og 

xiefnara, þegar nýi teljarinn verður eins morgum sinnum minni 

en gamli teljarinn, sem nýi nefnarinn er mörgum sinnum minni 

en gamli nefnarinn. I>að er með öðrum orðum, að teljari og 

xiefharí hafi sammæli, sem gangi upp f báðum, án þess hann sé 

= 1. En hér viijum vér skoða, hvort ekki megi einníg stytta 

brot án sammælls. Látum hið gefna brot vera -v-, en bið n;^ja 

— , þannig að sé 

a m 

b n 

og m og n sé heilar tölur, en a og 6 frumtölur s(n á milli. 
Margföldum vér 

a m 

. b n 

með h, þá fæst 

hm 

n 

margfaldist þetta aptur með n, kemur 

an = hm 
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I>ess vegna: Hver sú tala, sem gengar upp { an, gengnr 
eiQDig upp í bm, og aptur á mótí| hver tala, sem gengor 
upp { bm, geugur líka upp { an. f»ess vegna er bm deililegt 
með a, undir eius og það er deilílegt með b. Enn framar: 
I>ar 6?n er eptir þessu deililegt bæðí með a og með b, þá er 
það einnig deililegt með ab, sem er minsti samdeilandi taln- 
auna a og b (129), þar þær eru frumtölur sín á milli| eins og 
geíið er (116). Með þessu móti verður þá: 

— r heil tala, 
• ab ' 

og þar bm — an, þá er 

bm an 

ab ab 

ein og hin sama heila talan, nefnilega 

— = — = heil tala. 
a o 

I>essi brot eru þá launbrot (80), og teljaramir eru þá annað- 
hvort jafnir nefnurum sínum, eða stærri en þeir. f fyrra til« 

fellinu verður brotið -v- ekki stytt, þvi nýja brolið — hcflr 



sömu tölurnar sem -^: og { siðara tilfellinu verður — held- 

Q 

ur ekki stytt, heldur þvert á móti lengt, þvi tölur nýja brotsíns 
— eru þá muUipla talnanna { brotínu -^. Hér með er þá sann- 

að, að — er óstyttanlegt, ef það heflr ekki sammæli annan en 1. 

134. þegar tala p er ósammæld fleirum öðrum q^r, «••••, 
þá gengur hún ekki upp { frarokvæmí þeirra grs**** 

I>essí setuiDg er að mestu leyti hiu sama sem (128), en hér 
viljum vér skoða það efni betur. 

Leysum nú allar tðluruar upp { þeirra frumgjðrendur 

I>á má tákna deilinguna þannig: 

(gPigPa. . . .)(rYirya. . . .)(«8i ^S, . . . .j 

pfipf^.... 
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deilandí ósammœidír. {>ar af leiðír, að þegar deilir gengur ekki 
upp í deilanda, þá eru þeir ósammœldir ellegar verða gjOrðir 
ósammældir meðdeilingu, er lœturhinnsameiginlega mœli bverfa. 
Að stærri tala gengur ekki upp í minni tölu, er alkunnugt 
frá brotunum, þar brot myndast úr leifunum, sem mínni eru en 
divisor (57); kemur þá ckki til skoðunar, bvort tölunar eru sam- 
mældar eða ekki. Samt má einnig beimfæra það tiifelli til nær- 
veranda (135) töluliðs, því auðvitað er, að annaðbvort ern allar 
frumtðlurnar ;^mislegar, og að þá gengur ekki upp,^ ellegar að 
einbver frumtaian í divisor beOr bærri exponent beidur en f 
dividendus, og þegar bún er látin bverfa iir dividendus, verða 
deilir og deilandi ósammældír, svo þá má álíta þetta tilfelli beyra 
undír (134). I>egar því mínni tala skal deilast með stærri, þá 
eru tölurnar annaðbvort ósammældar, ellegar verða gjörðar ósam- 
mœldar með deilingu, er iætur binn sameiginlega mæii bverfa. 

136. Setningin (133) mánú einnig sannast af (134) þannig: 
£f a og 5 eru frumtölur sín á milll, þá getur ekkí verið 

a m 

b n 

þannig að sé fw < a, og n < ö, því þar af leiddi 

an 

"» = y 

nefnilega: b gengi uppf an^ svo m yrði beil tala. En það mót- 
mælir (131); því bér er geflð, að talan b sð ósammæld a, og 6 
sé stærri en n, þess vegna þær tölur einnig ósammældar, að 
roinsta kosti eptir burtvarp sammælís (135). þá leiðir þar af 
eptir(134), að b eða factor þar úr (annar en 1) gengur ekkiupp 
í framkvæminu an, og m getur ekki orðið beil tala. 

137. Tala, sem er mælír divisors d og dividendi D, er 
elnnig mælir leifanna r. Sömuleiðis: 

Tala, sem er mælir divisors d og leífanna r, er einnig mælir 
dividendi D. 

Hið fyrra leiðir af (58, 12). 

Eesiduum = dividendus — divisor X quotiens, það er: 
r = D — qd 

f>egar tala gengur upp í d, þá gcngur bún einnig upp í qd 
eptir (105, 3), og þegar bún einnig gengur upp í D, þá gengur 
bún einníg upp f misrouninum D — qd (105, 1), sem er = r. 
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Athugi. í þessuni tölulið er að mestu fylgt frarosetningarhætti 
prof. Ramusar. Honum er einnig fylgt víða í þessari bók. 

Ðæmi. Vér víljum eptir framsetlri reglu flnna stœrsta sam- 
mæli talnanna 168495 = p, og 19035 = q =po- 
jpo = 19035) 168495 (8 = 0© 

152280 

Pi = 16215) 19035 (1 = at 

16215 

P2 = 2820) 16215 (5 = a^ 

14100 

P3 = 2115) 2820 (1 = 03 

2115 

í>m = l>4 = 705)2115(3 = a4 = a^ 

2115 

J>5 = 
|>ar eð 5** leifln verður hér = 0, þá er 705 eða 4?>a leifin 

P4 = Pm stærsti sammælir geGnna talna. 

Eptir reglunni (122, 2) yrði stærsti sammælir þessara talna þannig 

fundinn, ásamt sjálfri uppleysingu þeirra i frumgjörendur (113). 

3) 19035 3) 168495 



3) 


6345 


5) 56165 


3) 


2115 


47) 11233 


3) 


705 


239 


5) 


235 





47 
19035 = 3^ . 5 . 47. 168495 = 3 . 6 . 47 . 239. 

Nú eiga þeir frumgjörendur, sem finnast í þeim báðum, að 
setjast í hið lægsta veldi, sem þeir hafa f þeim. Frumgjðrend- 
umir eru: 

3 5 47 239 
og settir \ hin lægstu veldi 

31. 5^. 47^ 2390 = 3.5.47.1 = 15.47 = 705 
og kemur þetta heim við hina aðferðína. 

139. Stytta má aðferðína (138) nokkuð með fyllitðlu, þegar 
nefnilega afgangur jj, 1 1 verður meiri en helmingur deilis hans 
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^ = 1269) 11233 (8 = ao 

10152 



1081 
Pa ^ 

940 



jj = 1081) 1269 (1 = o, 



,^ = 188) 1081 (5 = a, 

10 



^ = 141) 188 (1=0, 

141 

fl = 47) 141 (3 = 04 == o^ 

141 

15 "• 

Loksins margfaldast 47 með 15, kemur 705, sem er hiim 
eptírleítaðí stœrsti sammælir. 

140. Sérliver tala ^ Terður sett i eptirfylgjandi 3 myndir: 
JVr s= 6 + 6iA* + 6aA« + »»A»* I. 

= 6 + 61+63 + 53 t-6i(4' — l)+6a(A« -^l) 

+ 63(Aat— 1)+ II. 

= 6 — 6í+6, — 63^ l-*ifA* +l) + 6a(A»* —I) 

+ 69(A'*+i)+ •• m. 

og má skera hana (löluna N) i stuðla, mcð t stöfum í hTeijom 
frá hægri hendí til vinstri. Stafaþýðingu og sönnun yiljum Tér 
framsetja smámsaman { eptirfylgjandí tölúliðum. 

141. Fyrst er að hugleiða Itu myndina: 

N = b + 61A* + 6aA»' + 6,A»* I. 

í tugakerfinu (decadíkinni) þýðir A umferðina, sem er 10, 
samber (9) ; þess Tegna er f þvf kerfl — 

iVr= 6 + 6jl0* + 6alO«* + 6310»* "• 

Látum vér nú 1" vera t = 1, þá er talan f sinni venjulegn 
toynd, nefnilega: 

N = 6 + 61 10 + 6,10»^» + 6310'-» ••" 8amber(9). 
fað er 
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þó 9 sð ekki minsta leif ; en hina minstu leif má flnna, með því 
að draga madútuB 2 fjórum sinnum frá 9, nefbilega: 

9 — 2 — 2 — 2 — 2 = 9 — 8 = 1, 
ellegar deiia 9 með modulus 2, yerður þá afgangur e=s 1. Sé 
þá líka tðlunni N = 3456789 deilt með 2, þá verður afgangur- 
inn =1, og talan er oddatala og congruentian sðnn, nefnilega: 

3466789 = 1 (mod. 2). 
Mælamir f A* kaliast ft, og þegar <= 1, eða þegar einn tölu- 
stafur er hafður f stuðll, verður f^ almenn táknun fyrir mœlana 
f 10, nefhilega 2, 5, 10, svo congruentian þeirra verður 

N = b (mod. fi). 

2^ Látum vér nú vera 2 staR f stuðli hverjum, þá er < = 2, 
og skoðum sömu töluna; þá sundrast hún þannig: 

N = 3145|67|89 

t>á heita moduli f^^ og N leysist upp þannig: 

6 = 89 

^^^101-« = ftjlO^ = 6700 
b^íO^'^ = b^íO^ = 450000 
b^íO^'^ = Ö3l0« = 3000000; 
bi er nú ekki lengur tugastafur, heldur hundraðastuðull ; 6j er 
tíuþúsundastuðull, og b^ er milliónastuðull. I>egar þetta er lagt 
sanian aptur, kemur talan N fram f þessum addendiB: 
N = 3000000 + 450000 + 6700 + 89. 

Allar tölur, scm ganga upp f 100, ganga hér upp f 6^10^ = 
6700, eptir (103, 8), upp f b^iO* = 450000, ogupjp f 6sl0«= 
3000000. f>að er þá eptír að víta, hvort þær einnlg ganga upp 
f b, sem í þessari tölu er = 89, gjöri þær það, þá ganga þær 
einnig upp f tölunni N eptir (103, 1); gjöri þær það ekki, þá 
verður b, sem f þessari tölu er = 89, residuutn þeirra eða 
leifar. f>ess vegna verður við 3456789 

^ = 89 (mod. fa) ; 
er þá komin deiiileikseínkunn fyrir allar tölúr, sem ganga upp f 
100 eptir (108) og heita /3, en þær eru þessar : 

fa= 2, 4, 5, 10, 20, 25, 50, 100, 
og hljóðar hún þannig : 

N = b (mod. f^) 
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3 og 9 (86, 2, 7), þelta er þversumma af stuölum, en ekki ein- 
ungis af einstökura tölustöfum. 

f>annig er þá auðsœtt, að talan N skekkist ekkert við það, þó 
hún komist f þessa aðra mynd ; en nú er eptír að sjá, hvernig á 
að nota sér bana, og er það fíjótsagt, þvf það er öldungis eins 
og við hina fyrstu, þv( þaðverður sannað, að stærðin (lO^ — 1) 
gengur upp í (lO^* — 1), upp í (10»* — 1), upp í (10** — 1) 
.... (lo^* — 1), hvað margir sem þessir liðir eru. Stftrðin 
(10* — 1) gengur þá upp í allrí tölunni N, ef hún þá einnig 
gengur upp í 6 + 6i + ^a + ^a + ^4 ••••> en að öðrum 
kosti verður þetla hennar residuum; þess vegna verður œtfð: 

JV s 6 + 6i + 6a + 6s •••• (mod. 10* — 1) 
og ekki einungis þetta, heldur verða allir mœlar stærðarinnar 
(10* — 1) að modulum (108), sem vér (eins og prof, Bamus) 
köllum g^. I>ess vegna: 

N = b -jr bx + b^ + 63 •••• (mod. g^). 
Að (10* — 1) gengur upp f (lO^* — 1), hvaða tala sem n 
er (hér er n sætistala hvers stuðuls f tölunni N, byrjuð á 2^ 
stuðli og talin frá hægri hendi), það má finna þannig: 

10* — 1 ~ 10* — 1. 

Setjum nú 10* = x, fæst stærðin ^ — -. En af (64, seríe 

A), þegar þar er sett a = 1 , sést, að sú series er œtíð endanleg 
og deilingin gengur upp. þar verður þá 

^ = a?^-i + a:^~3 + a:'*~3 .... +a:+ 1. 

Vilji eg nú reyna, hvort 10* — 1 gengurupp t. a. m. í þriðja 
lið fta (103* — 1), sem heflr 63 eða Au stuðul tölunnar N frá 
hægri hendi taiinn fyrir multipUcator, þá set eg n = 3^ verð- 
ur þá 

H-; Z= X^ + X + 1 

X — 1 ' ' 

ellegar 

^IL f = 102* + 10* +1; 

10* — 1 ' 
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3 45 67 89 
6.3 h^ bx b 

og samsvaraain 

N = 3456789 = 6 + 61+63+63 {mod. 99), 

Hér er þá komin deilileikscinkunn fyrir 99, er þannig hljóðar: 
99 ganga upp f tölunni, ef stuðlaþversumman, með 2 stOfum í 
sluðli, töidum frá hægri hendi, er deilileg með 99 ; annars gefur 
iV^ sömu leifar scm stuðlaþversumman deild með 99. Stuðla- 
þversumma þessi f tölunni 3450789 flnst þannig: 

6 = 89 

61 = 67 

62 = 45 
^3 = 3 

204. 

j[>á 3456789 = 204 {mod. 99). 

. Ðeilí eg nú 204 með modulus 99 tii að fá minstu leif, verð- 

ur afgangurinn 6. I>ess vegna 

3456789 = 6 {mod. 99). 

Deili eg nú 3456789 með 99, þá verður kvólinn 34917, og 

afgangurinn 6. Skoði eg nú mælana ^g^^^ þá eru þeir : 

3, 9, II, 33, 99. 

Tökum vér nú 11, þá verður eptir (108), þar 11 mælir 99, 

3456789 = 6 {mod. 11). 

t>að segir: 11 gengur ekki upp í 3456789, heldur verður af- 

gangurinn 6. f>etta er og minsta leif, þar 6 er mini^a en mo- 

duluB 11.- Samber (104). Sama finsf með þvf að deiia 3456789 

með 11, því kvótinn verður 314253, og afgangurinn 6. j>etta 

kemur saman við fyrri deilileikseinkunnina með 11 f (ð6, 9). 

Loksins viljum ,vér f þessari annari mynd taínanna láta 3 staB 

vera f stuðli. I>á verður t = 3, 10* — 1 = lO^ — 1 = 1000 

— 1 = 999, og samsvaranin lítur svo út: 

iV^ = 6 + 61 + 62 {mod. 999). 

Heimfærum vér þetta upp á ofanskrífaða tðlu og skerum hana 

þannig f stuðla 

3 456789 
62 61 6 , 

þá verður 
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verður (10*)° + 1 = æ" + 1 ; en eptir (6i, serieB) er, þegar 
n er oddatala, 

^" j" ) = «"-»— «»-»+ «"-3 = « + 1; 

þar á móti, þegar n er jöfn tala, verður 

— T^ = «"-1 — «"-' + æ'^' + X — i. 

a?+l 

£n af (65) má sjá, að ef frá þessu er vikiS, þá kemur brot. 

]>að verður þvi að hafa — f öllum jöfnum liðum, eða þar sem 

t hefir jafnan co'éfficient, til þess að a; -(- 1 gangi upp f öllum 

liðunum og að þversumman, sem hér má kallast þvermismunur, 

geti orðið residuum í tðlunni N. 

Ðæmi: Sama tala og e = 3 



3 


456 789 




h 


&i b 






3|456 78d 




+3 - 6a 




792 




■ < 


— 456 — 6i 



+ 336 
lOt + l = 103 + 1 = 1000 + í = 1001 = K' 
I>á: 3456789 s 336 {mod. 1001). 

Modulana í þessari 3jamynd köUum vér h^. ^eir verða: 
h, = 11 = 101 + 1 
h^ = 101 = 10« + 1 
7Í3 = 7, 11, 13, 77, 91, 143, 1001. 

AHir þessir modular Ti^ finnast með þvf, að leysa þann, sem 
fyrst framkemur, lO^ + 1 = 1001 (og sem mœtti kallastfrum- 
modulus meðal modulanna h^) uppísfna einföldu factora 7, 11, 
13, og flnna síðan hfna samsettu eptir (121) þannig: 
1+7 
1 + 11 

1 + 7 + 11 . 1 + 11 . 7 
1 + 13 



l + 7+1.11.1+1.11.7+13.1+13.7+13.11.1+13.11.7. 
I>essir factorar verða þá, þegar slept er 1 , þessir 
7, 11, 77, 13, 91, 143, 1001. 



m 

1859 1782 

2380 5431 

3409 6879 

7648 — . 14092 

+ 7648 



— 6444, sem er neitandi leif. 
Fmmmodulua er hér í*+ 1 == 10000 + 1 = 10001 

— 6444 

+ 3557, játandi leif. 
þá er 

687934095431238017821859 = 3557 (mod. lOOOI). 
I>að er líka satt, þvíþegarþessaristóru.tölu erdeiltmeð 10001, 
kemur í kvóta : 

68786530890034798302, og afgangur 3557. 
Tactorar i tOOOi eru 73 og 137, þá er og eptir (108> 
N = 3557 (mod. 73) 
og (mod. 137). 
73)3557(48 137)3557(25 

292 274 

637 817 

584 685 



53 132. ' 

j>á er i^ = 53 (mod. 73) og = 132 {mod. 137). 
I>egar N er deilt með 73, kemur 

kvóti 9423754731934767367422 og leif 53, en þegar sömu 
tölu er deilt með 137, kemur 

kvóti 5021416754972540276071 og lcif 182, eins og samsyaran- 
imar segja. » 

I>essari þriðju mynd tiibeyra deilileikseinkunnirnar fyrir 7 • 
11 . 13 = 1001, ef t = 8, og fyrir 17 x 5882353 = 100000001, 
ef t = 8. Héimfærum vér þetta upp á vort síöasta JV 
68793409[543r2380|17821859 = 2V 

68793409 

86615268 
. — 54312380 

32302888 
N = 32302888 (moá. 1 0000000 ]). 



farnú 17 ganga upp í frummoduluBÍOQOOOOOÍ, þá verður einnig 
68793409543I2380I7821859 = 32302888 (mod.n). 
Nú vlijum vér finna minstu leif : 

15 111615 

17) 3230288 8 

19 1 6 9 ganga af 15, þess vegna: 

687934095431238017821859 = 15 (móJ. 17). 

Eins má taka hinn annan factor 5882353 fyrir modulus, verð- 

ur þá 

687934095431238017821859 ^32302888 (mod. 5882353), 

og til að finna minstu leif, deili eg þannig: 

5882353) 32302888 (5 

29411765 

2891123. 
|>ess vegna 

687934095431238017821859 ^ 289U23 (mod. 5882353). 

Nú viljum vér reyna deilinguna með modulus 

6882353) 6879340954312^017821859 (116948795053822512 

5882353 '. 

99B9879 

.5882353 



40875265 
352941 lÍB 
55811474 
52941177 



28702973 
23529412 
51735611 
47058824 
46767872 
41176471 
55914013 
52941177 
29728368 
29411765 
31660301 
29411765 



22485367 
17647059 
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48383088 
47058824 
13242642 
11764706 
14779361 
11764706 
30146558 
29411765 



7347935 
5882358 
14655829 
11764706 
2891123. 
Hér fáum vér sömu leif sem samsvaranin heflr. 

144. Af nœstundangangandi þremur töluliðnm má sjá, að 
frummodular þeir, er fást úr binum þarumtðiuða þremuriöla- 
myndum, hafa þessi þrjú form, eptir þvi sem hafðir era margir 
staOr { stuðlí: 

«=123 4 

úr Itu 10* = 10 100 1000 10000 • 
úr Iin 10*— 1= 9 99 999 9999- 
úrlllju 10*+ 1= 11 101 1001 10001 . 
Frummodular fyrstu myndarinnar eru 1 með eins mðrgam 
núllum aptanvið, sem staflr eru hafðir f stuðli; hinnar annarar 
eru eins margir 9, sem staflr eru í stuðli ; og hhinar þriðja byija 
og enda með 1, og hafa þar á milli t — 1 núU. 

145. Sérhver tala, sem einungis heflr f sér factorana 2 
eða 5, eða bœði 2 og 5, og þess vegna er í forminu 2^ . &% 
gcngur upp { þv( veldi af 10, er hefir fyrir exponent hinastœrri 

af tölunum p og g, og kvótinn verður 5P~^, ef p er stœrra, en 

lOP 2P.5P 

2^""P, ef q er stærra. Sé nefnilega p > g, þáer = 

> ^ e ^ ^' f 2P . 5^ 2P . 5^ 

epUr (47, viðbót) = — = 5P~^ (63, 4). Sé þará móti q>p, 

5^ 

lO^ 94 (\4 9<1 

þá er — — - =í-^= - (47, vlðbót) = 29-P epUr (63, 4)« 



190 

148. Próflð með 9 eða nfundarprófið mætli vera þannig: 

1. Hlaupa y&r alla 9, hvar sem menn sjá þá í tölunní. 

2. Að stryka út eða einkenna með einhverju.móti.eða feia þá 
tvo tölustafl, sem til samans fylia 9, hvar sem þeir flnnast, og 
gjöra þetta svo opt sem verður. 

3. Eins ef menn sjá þrjá «tafl eða fleiri, sem fylla 9. 

4. Leggja saman staflna, sem eptír eru i tölunni, og sem þá 
ekki fylla 9. þessi summa er leífln. 

5. Eígi menn ekki hœgt með að einkenna eða fela stafina, 
$em búið er að taka, þá er bezt að ganga á apnanhvorn endann 
á tölunni, leggja saman tvo eða þrjá eða flelri stafl, svo summan 
verðí 9 eða meirí. Yerði hún rétt9, þá fela þá staflmeð flngr- 
inum; verði hún meiri enn 9, þá leggja saman staflna f henm\ 
og þessa nýju summu við næstu stafl, o. s. frv. 

Ðæmi: Talan 5882353, deilirinn f stóru deilingunni (Í43). H 
er eptir 5tu regiu í (148): 5 og 8er 13, það er4(með þyfaöleggja 
saman 3 og 1 í 13). 4 og 8 er 12, það er 3, og 2 er 5, og 
3 er 8 og 5 er 13, það er 4, og 3 er 7, sem er leif divisors. 

2 Dæmi. Dividendus i. sömu deilingu : 
687934095431238017821859. 
Sé byrjað vinstra megin, þá kveða svo að orði: 6 og 8 er 14 
það er 5, og 7 er 12, það er 3, (hleyp yflr 9) og 3 er 6,^ og 4 
er 10, það er 1, og 5 er 6> og 4 er 10, það er 1, og 3 er 4 
og 1 er 5 og 2 er 7, og 3 er 10; það er 1, og 8 er 9, þaðer 
0; og 1 er 1, og 7 er 8, og 8 er 16, það er 7, og 2 er 9, þáð 
er 0, og 1 er 1, og 8 er 9, það er 0, og 5 er 5, og það er 
leifln. Sama kæmi fram, ef tekin væri þversumman f tölunni; 
hún er 113, og 9 i 113 er 12 sinnum, gengur af 5. 

Með sama hætti er leif kvótans i sömu deilingu = 6, og af- 
gangsins = 8. f>etta kemur til skoðunar síðar. 

149. Próflð með 11, (eileftarprófið), verður án skriptár gjört 
þannig: 

Ðyrja hægriei megin^ og drag fyrsta staf frá öðrum, svo þann 
mismun frá þriðja staf, o. s. frv. alt af hínn fengna mismun frá 
nœsta staf. Sé sá næsti ^taíur minni, svo ekki verði frádregið, 
þá drag hinn fengna mismun frá 11, en legg afganginn víð kom- 
anda staf, það er að skilja, sé komandí stafur k, þá drag frá h 
+ 11 eða lána ll^ bvenær sem þarf, og hald siðan áfram 
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Hðr var fyrirskrifaö að byrja frádragDinguna hœgra megin, en 
þó er enn belur gamkvœmt (143), að byrja bana vinstra megin, því 
þá þarf ekkert að skipta sér af, hvort stafafjöidinn er jöfn eður 
ójöfn tala, svo aldrei þarf að aubtrahera frá 1 1 vegna stafaQöld- 
ans, til að fá hina positifu leif, ef ekki þarf að taka Ul iáns 11 
á annað borð. Frádragningin verður hér œtfð rétt, en ekki ðfug, 
eins og stundum ( hinni aðferðinni, t. d. þegar staflrnir eru 2, 
þáer ieifln eptir (143) = 6 — ^d og þetta er einmitt það, sem 
gjört er f þessari síðari aðferð með því að draga tugastaflnn frá 
einingastafnum. Setjumnú, að staflrnir vœrí 3, þáereptir þessari 
aðferð dreginn hundraðastafurinn frá tugastafnum, það er b^ — 
b^y og þetta aptur frá einingastafnum ; það er b — (6| — b^) 
= 6 — öi + ^3) sem er hin rétta positifa leif eptir (143). 
Hér af sést, að hvort sem stafafjöldinn er jöfn eða ójöfn tala, þi 
er ætíð frádragníngin relt, en ckki öfug. (Hina aðferðina fyrir- 
skrifar Fallesen). Af þessum er sín aðferðin betri f hvort sinn, 
eplir þvf hvar sjaldnar þarf að taka 11 til láns. 

150. Leifaprófsaðferðirnar verða skiljanlegar af þessum 
eptirfylgjandi setníngum: 

1. í samlagningu á summa leifa samleggjandanna gjðrð 
að minnstu leif að vera = leif summunnar, samber (110). 

2. í frádragningu á leif minkanda að vera = sumrou leifa 
frádraga og mismunar, gjörðri að minstu leif (25, 2). 

3. í margföldun á framkvæmi leifa margfalda og margfaldanda 
gjört að minstn leif að vera = leif framkvæmis margföidunar- 
innar (110). 

4. í deilingu á framkvæmi ieifadeilis og kvöta gjðrt aðminsta 
leif að vera = leif deiianda, ef enginn afgangur er; en sð af- 
gangur, þá á leif hans að leggjast við framkvœmi leifa deilis og 
kvóta, og á þá að framkoma leíf deilanda (58, 8). 

Ðæmi. Að prófa og sanna samlagningardœmið (20) með n(- 
undarprófi : 

678345 = 6 (mod. 9) 

5321 = 2 (mod. 9) Samber (110). 

4894 ^ 7 (mod. 9) 

688560 = 15 (mod. 9) o: 6, því 5 + 1 = 6. 
Eins er 6 + 5 = 11, o: 2; 2 + 8 = 10, o: 1; 1+8 
= 9, o: 0; þá er eptir 6. 
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undaDgangandi frumtölur upp { fyrra liönuio, en ekki biooni 8(ð- 
ara; hún er þv( ödeilileg meö þeim eptir (103, 2). Samsettar 
tölur lœgri ganga heldur ekki upp i þessu, því sé þær ekki 
veldistölur, þá liggja þœr ( frumtölunum, en sð þœr veldístölur, 
þá ganga þœr upp i hvorugumliðnum. þetta binomium eðatv(- 
liðuð stærð er þá annaðhvort flrumtala ellegar deilileg með fnim- 
tölu, sem er stærri en p. En hér með er þá sagt, aö til si 
frumtala stærri en p. Svona gengur það óendanlega: að frum- 
talnanna framkvæmi bendir á frumtölu fyrir ofan sig, eða ofan 
þœr. 

1 52. I>að á heima ( visindalegri skoðun talna, að vita, hvar 
i hinum þremur talnamyndum (140), hver tala á beima, liÍLt og 
s^^nishorn er geOð (146). I>ess vegna viljum vér setja oss það 
verkefni: þegar tala er geíin, þá að Gnna hennar frommoduluB. 
Hvað fyrstu myndinni viðvíkur, þá er þ'etta verkefni leyst (145). 
En til að vita, hver írummodulus sé talna, sem ekki eru muUiþla 
af 2 og 5, eða þeim einungis, þá má fyrst skrifa 1, og siðan 
smámsaman bœta þar aptan við núlium, deila svo þessa með 
hinni gefnu tolu, þangað tii leif kemur, sem annaðhvort er — 1, 
og þá er fmmmodulus 999*---, og taian á heima ( atmarímynd 
og heitir g, ellegar leif kemur, sem er =: — 1, eða positif leif, 
sem er einum minni en hin gefna tala, þá er frummodti^us «« 
1000 ••••01, og talan á heima ( þriðju myndinni og beitir /L 
Hin viðbættu núll segja ( báðum þessum myndum indexinn U 
Dæmi: Sð gefln talan 41. 

41) 1 (0,02439 

To 1 10 





ri = 10 100 

82 
ra = 18 180 

164 
rs = 16 160 

123 
U = 37 370 

369 
»•5=1 1. Talan er g^ 
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Hér þ;ý8ir rg leif eSa residuum (104) að eogu núUi viðbættu, 
rj að einu núlii viBbættu, o. s. frv. Hér er ítammodtdus 99999 
eða eins mörg 9, sem núllum var viðbætt, þvf ef vðr deilum þess- 
um frumnio<fu^ með 41, þá gengur upp: 
41) 99999 (2439 
82 
179 
164 



159 
123 



369 
369 




og kvötinn verður hðr hinn sami sem í fyrri deilingnnni, að frá- 
teknu núlli framan við hinn fyrra. En það núll, sem er fyrir fram- 
an kommuna, er óviðkomanda, þvf þá var enn ekki deilt neinni 
leif. Annars er þessi reikningnr náskyldur tugabrotum, og f hin- 
nm svo kölluðu períodishi tugabrotum heflr Ramus þenna ritmáta. 
Nú tökum vér annað dæmi og veljum þar til tðluna 73. 

73) 1 (0,0137 

ro = 1 10 





ri = 10 100 

73 



ra = 27 270 

219 



r, = 51 510 

511 
r* =—1 — 1 eða r^ = 72 og kvóti 0,0136. 

Talan er þvf A4 og frummodtaus 10001 = 10* -f- 1 = 10* 
-I- 1 eptir (144).. Hún gengur npp í 10001, þvf 
78) 10001 (137 
73 
270 
219 
511 
511 

13* 
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Að leifln 1 verður posiiif víð aðra roynd talnanna, er skiljan- 
legt af þvf, að eptir vorri reglu íþessum töluUð er hafður of 8t<)r 
dividendus 1 með viðbættum núllum í staðínn fyrir 999 •••-, af 
því vér í fyrstunní ekki vissum, í hverri myndinni talan œtti beima. 
Apturámót kemur leifln — 1 fram, eðapos/íi/* leif, sem er ein- 
um minní en divisor, af þv{ vér þáhöfum ofiíllnn dividendus^^ 
deila 100 ••••, í staðinn fyrir lOO^^^^ 01. 

f>egar deilingarnar verða langar, eins og er við margar tölur eða 
divisora, þá verður þessi niðurröðun reikníngsins fyrirferðarmikil 
í skriptinní; þá heflr Ramus aðra niðurskipun á tölunum, sem er 
fyrirferðarminní, og er hún þanníg við deilínguna með 41, til 
samanburðar við þá, sem er hér að framan í þessum tölulið: 



r<>= 1 r 



'm-i 



10 



41 



— 1 


2 


3 


4 


— 10 


18 


16 


57 


— 


2 


4 


S 



5 
1 

9 
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Hér eru 3 línur, hver niður undan annari. I efstu línunni em 

indexar leiíanm^ þeir eru 1, 2, 3, 4, 5; það er Ita leif, 2ui |eif 

0. 8. frv. Í miðlínunni stendur vinstra megin r^ = 1,. það er 

núllta leif, þegar ekki er búið að bæta neinu núllí við. I»ar 

aptanvið kemur ^^ = 10. Sá index m við r gildir fyriralla mið- 

línupa, en merkir í hverjum stað töluna, sem fyrir ofaa stendur 

í efstu línunni. Verður þá 

rj ra r^ r^ rg 

= 10 18 16 37 1, 
sem skilst af samanburðí við deílíngardæmið með 41 framantilí 

þessum tðlulið. Hin þriðja eða neðsta línan heflr í sér alla kvóta- 

staflna 0, 2, 4, 3, 9, og verða þéir að ákvarðast fyrst, hver á 

undan sinni Jeif, sem upp yflr honum- stendur, og stendur reglan 

fyrir þeirri ákvörðun vinstra megín í línunni, nefnilega 



r, 



m-l 



10 



41 

sem á svo að skiljast: Margfaida skal nœstundangangandf leif 

með 10, (o: hugsa sér aptan við hana) og deila síðan með 
divisornum 41, þá skrifast hver kvóti í neðstu línuna; og má 
kveða þannig að orði: 41 í 10 (o: r^ með hugsuðu niilli aptan 
við) er sinnum. f>etta skrifast í kvótaröðina aptan við jafn- 
aðarmerkið. Með þessum kvóta margfaldiast deilirinn 41, og 
framkvœmið dregst frá 10 (o: r^ með niilli aptan við), kemur 
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34 


35 


36 


37 


38 


39 


40 


41 


42 


43 


44 


45 


86 


84 


64 


58 


95 


77 


91 


37 


79 


14 


43 


42 


2 


8 


8 


6 


5 


9 


7 


9 


3 


8 


1 


4 



46 
32 



47 


48 


29 


— 1 


3 


3 



I>e88i tala 97 er því h^g^ eins og 8tendur (146), og má prófa 
þenna reiiiQÍDg, hvarsem vill, með ieifaprófl; þvf allsstaðar vitam 
vðr divnor, iLvóta, leíf og dividendm. Divisor 97 s 7 {mod. 9). 
Kvótinn er seinast (eða við index 48) = 

10309278350515468917525773195876288659793814432 
við bina posiiifu leif 96 ; og er ^ 7 {mod. % og leifin 96 ^ 
6 {mod. 9) 

þá 7 X 7 + 6 = 

49 + 6 = 55 s 1 (mod. 9). 

Dividendus er 1 með 48 núllum aptan við og þess vegna ^ 
1 {mod. 9), svo þessu ber saman. Beynum vér relknlnginn við 
m = 19, þá er þar divisor 97, eins og áður, kvóti 
103092783505154639 og leif 17; deílir e= 9 {mod. 11), kvóU» 
9 {mod. 11), leif = 6 {mod. 11), þá 

9x9 + 6 = 87 = 10 {mod. 11). 

Dividendus er 1 með 19 núllum aptan við = 10 {tnod. 11), 
svo því ber einníg saman. f>að er merkilegt, að bér er óbafandí 
aðferðin að byrja frádragninguna vínstra megin (149), þvíþáverð- 
ur að taka 11 tíl láns við hvern einasta staf. I>ar á mót erþað 
augnabliksverk, ef býrjað er bægra megin. En þar núllín eni 
19, og sá 1 fyrir framan er tuttugasti stafurinn, og stafaQöldina 
er þvf jöfn tala, þá verður að draga 1 frá 11; kemur þá posUif 
leif =10. 

154. I>ó stundum sé Qarska langt að bíða, unz leif kemor 
= 1, eins og segir upphaflega í (153), þá segir þó hið nafn- 
kenda Fermats iheoretna^ hvenær bún se viss að koma, og jafn- 
vel bvenær hún kunni einníg fyrri að ' koma. f>etta theorema 
orðar Gauss og fleiri bér um bil svona: 
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bánn ér bér miDni en p, þar bér skoöast ekki nema p — 1 
fyrstu multipla af A. Mismtinurlnn i frádragningunni veröur því 
mlnni en q, og q minna en p, þess vegna q — qt < p* 
Modulus p gengur þvi ekkí upp í { q — q^) og ekki upp i A 
eptir áður sögðu, þessvegna ekkl upp i (q — qi) A (134). Letf-* 
arnar eru því allar misjafnar. Overjar geta þá leifamar veriöy 
þar þær eru allar minni en p, allar misjafnar og að tölu p — 1 ? 
I>œr verða að vera 1, 2, 3, •••• (p — 1)) og allar þessar tðlur 
Verða að uppvinnast. 

Núþar gjörandaröð máveraallavegaeptirgeðþekkni(46), þáer: 
AX2AX SA^^-'Íp— 1)A = 1.2.3 ••••(p—t)(moJ.p). 

Hér má nú vinstra megln eptir sama (46) taka alla coefficientana 
út af fyrlr sig, kemur : 

1.2.3 ...• (p — 1) 
og alla gjörenduma A útaf fyrir sig, kemur A.A. A***; þaSer 
(P — ^) fcíctorar, allir sami bókstafuril, það er = A^^^; þess 
vegna er framkvœmið vínstra megin við samsvörunarmerkið 

r. 2 . 3 •••• (p — 1) ^p-i 
en bægra megin, eins og aður er sagt, 1 . 2 . 3 •••• (p — 1). 
Congruentian verður þá 

1.2. ^.••.(p— 1) AP~^sl.2.3-^^.(p — 1) (moíf.p.) 
eða 

1 .2.3-.^.(p— 1)AP-^ — 1.2. 3. •••(? — 1) sO(mod.p) 
eða • 

1.2.3 ••.. (p — 1) (AP-^ _ 1) = (mod.p). 

I>etta segir, aðp gangi upp i stærðinni vinstra megin við con- 
^ruensmerkíð. Hún getur skoðazt sem tveir gjðrendur, og þegar 
p gengur ekki upp í 1 . 2 . 3 — (p — 1), verður paðganga 
upp í A^"^ — 1 eða 
eða AP-^ — 1 = (mod. p) 

AP-^ s 1 (mod. p). 

Hér með er þá sannaður fyrri hlutínn af FermcUs theoremi. 

155. Til að gjöra oss Ijósara, bvernig leifamar baga sér i 
(154), viljum vér skoða talnadæmi og láta A vera 10, sem er 
umferðin i voru talnakerfi (decadikinni^ og frumtðluna látnm vðr 
vera 7, sem ekki gengur upp í 10, þá verður: 
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1 


mitipia nA kvótar og n 


lodt^ar, 


leifai 


'*•« 


congrwntiur 


í . 


10 — 10 — 1 . 7 


+ 


3 


o: 


A - r, 


2 . 


10 — 20 — 2 . 7 


+ 


6 


o: 


2A — ra 


3 . 


10 — 30 — 4 . 7 ; 


+ 


2 


o: 


ZA = rj . 


4 . 


10 —'40 — 5 . 7 


+ 


. 5 


o: 


4A = r4 


5 . 


10 — 50 — 7 . 7 


+ 


1 


o: 


hA = rs 


6 . 


10 — 60 — 8 . 7 


+ 


4 


o: 


6A = re. 



I>eUa seiDasta er: 

(p — l) A = 60 = 8 . p + rp_-i. 
Productið af congruentiunum í tölum er: 

I . 2 . 3 . 4 . 5 . 6 . 10« = 3 . 6 . 2 . 6 . 1 . 4 (modT. 7) 
eða þar röð gjöranda má vera eptír geðþekkni 
1. 2. 3. 4. 5. 6. J08 = 1.2. 3. 4. 5. 6 (mod. 7). 
Eins má færa stærðir yfir ura con^n/ensmerkið eins og yfir 
jafnaðarmerkið, og skipta um + og — þannig: 
1 .2.3.4.5.6.10« — 1.2.3.4.5.6 = (mod. 7). 
f>elta gefur sama sem að subtrahera eína congruentiu frá annari 
(UOHþví 

1.2.3.4. 5.6 . 10« s 1 2 3 4 5 6 (mod. 7) 
12 3 4 5 6 =12 3 4 5 6 (mod. 7) 

1.2.3.4,5. 6(10«— 1) ^ {mod. 7). 
Modulus 7 gengur ekki upp íl.2.3.4.5.6 eptir(118); 
þá verður bann: aö gaoga upp i 10« — 1, því þegar tala skal 
ganga upp f producti, þá verður hún að minsta kosti að ganga 
upp i einhverjum factor þess (118). f>ess vegna er 

10« -T 1 = (mod. 7) 
eða 10« = 1 (mod. 7) eða 1000000 = 1 (mod. 7). 

En leifln af 1000000 er 1 eptir (86, 11), þvi 

iioooiooo 
í_ 

1 eða 7 i 1 cr sinnum, gengur af 1. 

Eins mátti skoða 10« — 1 = (mod.l)^ þannig: 
10« — 1 = 1000000 = 999999 

999|999 
999 

eða 7 i er sinnum, gengur upp. 



202 



3 1 5 S 4 

7) 999999 










142857. 






Hér mátti og reyna 1000000 þannig: 

m 






m — I 


2 


3 


4 


5 


♦•o = 1 r^ = 3 


2 


6 


4 


5 


rm ilO =1 


4 


2 


8 


5 



7. 



Eptir (146) er 7 einn af modulunumh^^og &helm9, i SJamynd 
talnanna. Menn geta þá einnig látið töJuna 7 eiga heimá í 2»i 
mynd og vera g^ með þvf að hafa helmingi fleirl staíi í stuðli, 
þegar tölurnar eru skornar f stuðia. f>annig er með modulana 
h^. Leifln 6, hin 3J& f prófinu, sem nú þegar var gjört, erpoat- 
tif, og henni er samfara negatifa leiSn — 1, þegar kvótinn er 
ekki iátinn vera 2, lieldur 3. 

156. Hinn síðari hluti af Fermats theoremi, að lægsti v(s- 
irinn, er heitir x, kunni að vera <; jp — 1} og ganga þá npp í 
p — 1, svo þá nœgi að heQa A upp f lægra veldi en hið (p — 

1)^ og frumtalan p gangi einnig þá upp i A^ -^ í ^ sannast 
þannig : 

Yilji nokkur neita þvf, að lægsti visir x gangi upp 1 p — 1| 
og segja, að þá yrði afgangur, eða yrði 

p — 1 = mx -\- r 
þvf það, að lægsti vfsir x gangi upp i p — 1, táknast þannig: 

p — 1 == mx 

en r ætti að vera afgangur, sem væri minnl en Xy en meiri en 

0, það er 

< r < a?, 
þá yrði 

^mx+r _ 1 = (mod. p) 
eptir fyrra parti theoremsins. En þessi congruentia fæst með 
því, að setja mx-^-r sem exponentsib A, í staðinn fyrir p — 1, 
sem er = mx + r. 
m er áskilið 

A* — 1 = (mod. p) 
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157. Dœmi upp á það, hvernig Fermats theorema gefur liug- 
vekju um það, hversu lengi deila þurfl, unz leiBn «= 1 kemur, 
eru atlar tðlurnar g og h í (146). I>ar er nefnilega: 
. p = 3,7,11,13,17,19,23,29,31,37,41,43,47,53,59,61, 

2>—l=^rwa:=2, 6, 10, 12, 16, 18,22,28,30,36,40,42,46,52,58,60. 
m = 2,1, 5, 2, 1, 1, 1, 1, 2, 12, 8, 2, 1, 4, 1, 1. 

X == 1,6,2, 6,16,18,22,28,15, 3, 5,21,46,13,58,60. 

p = 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97. 

p— l=niar=66, 70, 72, 78, 82, 88, 96. 
m = 2, 2, 9, 6, 2, 2, 1. 

X = 33, 35, 8, 13, 41, 44, 96. 

Eptir fyrra hluta thoremsins á frumtalan 41, sem ekki gengur 
upp í 10, að ganga upp í 10*^ — 1, eða gefa leiflna 1, þegar 1 
meðiOnúlhim aptanvið er deiltmeð41, eða 10*°= 1 {mod. Aí). 
En síðari hhiti theoremsins gefur von um, að 10* kunni og svo 
að gefa leiflna 1, þegar þvíerdeilt með 41, svo lœgsti exponcm 
væri = 5, og f7?a? = 8 . 5 = 40, það er 40 s {mod. b). 
En vissuna hér um gefur deilíngin (152). Fyrri hhitinn setur 
vfst takmark, nær leifln 1 komi, en síðari hlutinn gefur von um, 
að leífln kunnl koma fyrri, nefnilega við submuUiplurii þess vfsiSj 
sem fyrri hlutinn tiltekur. 

^etta tðlukorn í núveranda tðlulið (157) er nokkuð áannan veg 
en f (146), þvf allar tölurnar h i (146) eru hér skoðaðar sem g; 
en indexinn við g er þá líka tvðfaldur við þann, er h áðúr 
bafði. f>að sást á dæminu (155), þar sem modulus er 7, að 
þegar negatifa leífln — 1 kemur, þá má halda áfram deiling- 
tonni til híns tvðfalda index, kemur þá positifa leifln 1. I>v( 
leifamar koma þá eins og hinar sðmu í rðð, en allar ðfugar. 
I>vf eins og 6 er samfara — 1 , svo er, þegar kvótinn er bafður 
um 1 of stór, 4 samfara — 3, 5 samfara — 2, og 1 samfara 
— 6, sem flnst, þegar dregið er frá modulus eða deilinum 7, 
svo leifarnar f g eru 

3, 2, 6, — 3, — 2, — 6. 

Eins fylgja kvótarnir ððru merkilegn lögmáli ; þeir fylla 9 í röð 
í hinum fyrra og síðara helmingi. J>eir voru í þessu dæmi: 

1, 4, 2 
8, 5, 7 

Summa 9, 9, 9. 
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enta mísmuD. En það er f skilyrði, að p, og eon beldur p^ 
gangi ekki upp f A. Upp f co'éfficientanna mismun gengur p^ 
ekki heldur, þvf stœrsti coefficientinn l multiplunum er i>*~~i; 
sem er <: p^. Engiaa af coefficientunum getur þvf orðið svo 
stór minuendiís i frádragDÍngUDDÍ, að p^ geti geogið upp f eo- 
efficientanna mismuD. Af þessu leiðir, að allar leifarnar verða 
misstórar, (128) eða (134). Til að gjöra p^ ósammœlda öUum 
coefficientunum multiplanna var sueitt bjá þeim, sem voru mul'' 
tipla af p. Vér getum þvf skrifað upp con^ruentiurnar apturi 
Ifkt og f (154) og (155), ipargfaldað þœr samaa, tekið product 
coefficienta muUiplanna sér, factoranna A sér, og leifaona sér. 
Yerður þá product coefficienta multiplanna sama sem product 
leifauDa eÍDS og f (154) og (155). Product factoranna AyerHut 
^pa— i(p-.i) nefDilega A með vfsi jöfoum biDoa teknu muUipla 
Qölda. Eemur þá fram congruentia þauDÍg: 

1.2. 3. •••(?— l)fp+l)---(i>«—l)ö)«+l)--..(pa-i)AP*~^ÍP-*> 
sl.2.3...-(p— l)(p+l).^^-(p«— l)(p«+l).^^.(pa'-i)fmoá.|ia). 

Nú má flytja product leifauDa yflrum con^ruen^merkið með — , 
og útiloka biDD sameígiDlega factor, sem er hiísiproductið, en 

Inniloka bina ósameigiDlegu factora A^ *~^> — 1, kemur: 
1.2.3-... (p — í) (p + l)....(p2— 1) (p«+ I) .... (p« — 1) 

/AP°^~^*-^) — 1] = (mod. p% 
I>ar Dú pa er ósammæld öllum factorunum, sem eru fyrir 
framau [ ], þá geDgur búuekki uppf þeirra prodfuc<t(134), þáer 
eptir (118) 

^pa~i(p_i) _ 1 _ (mod. pa). 

159. SetDÍDgiD (158) Dær eiDDig til fieirí frumtahia, þvfþeg- 
ar frumgjöreDdur samsettrar tölu 

N= pf^pf^pf^"- 
gauga ekki upp f A, geugurbúnupp f A^ — 1, þegar 

X = p^-V-l)p^-^(Pa-l)p^-í(P3-l).... 
Setjum til að stytta: 
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Pf'~\ Pi-1. Vj'~\ Pa-1, 1»?»-', ft-l,'-, 
8V0 þá má jafnvel vgenta, að x megi vera iubmultiplum bins 

minsta samdeilanda hinna nefndu talna. 

160. Af næstundanganganda tölulið, samt (140) (141) (142) 

(143) (154) (156), má læra merkileg eðli talnanna, því flest, sem 

þar er sagt um tugakerflð, má heimnerast upp á ðil önnur tðln- 

kerfl, með því að setja A eða umferðina í staðinn fýrir lÖ. Ea 

til að útbreiða skoðun vora um hin almennu éðli, viljum vér fram- 

setja þá lærdóma hér 

1. Sérhver tala, sem gengur upp f kerfisumferðarinnar <ta veldl 
(141) (t er stafaijðldinn) sem hafður erf stuðli), gengur uppflöla 
skrifaðrí f A tölukerfl, ef hún gengur upp f t seinustu stöfum 
hennar, eða f seinasta stuðli; annars verður afgangur sami sem 
af seinasta stuðli. Merk : Til aðgreiningar er hér ðett stryk ýfir 
töluna, þegar hiin er skrifuð f öðru en tugakerfi. Eerflsumferðia 
i flmtarkerfl er 6 = To; nú skal t vera 2, þá er 5* ==. loo . 
Tölur, sem ganga upp f 25, eru ekkí aðrar enn 5 og 25. Sé 
nú 100 skorið f stuðla eða gjört i|oo meffr2 stöfum f hverjum, 
þáganga bæði 5 og 25 upp f núUunum. Tðkum nú 100 ^loo* 
= 4{oo, þá ganga5og 25 eins upp f þeim núil.um. I»ar ám'óti 
ganga ekki 25 upp í f|2Ó, = MO, því 25 ganga ekki upp í 20, 
en 5 ganga upp þar f, því 20 = 10 eða 2 fimtir. 

2. Sérhver tala, semgengur upp \ A^ — 1, eða upp fhœsta 
staf kerfisumferðarinnar sknfaðum nokkrum sinnum = fóínnum, 
hún gengur upp f tölu skrifaðri f A tðlukerfl, ef hún gengor 
upp f stuðla þversummunni; annars gefur hún s'ama afgattg sem 
stuðla þversumman, (142). f sjöundarkerfi er hæsti stafur 6, og 
ef t = 3, þá verður "eee" frummodulus = 342 eptir (11). Upp 
f honum ganga 2, 9, og 19. Tökum nii l^alF = 3267, og 
skerum þátöluf stuðla með t = 3^ svo: "íajaiö; leggjum stuðl- 

ana saman 

' ■ ' * 

12|345 
• • • . 13 



3ÖÖ 

StuðlaþversHmman er Téo" = 189, samber (íl). Tíú eraSvita 
hvort 2, 9, 19 ganga upp f þversummunni. : 2 gaÐgá ekki :uþp 
l henni ¥60"= 189, heldur gefa ieif == 1; elns. ganga ekki .2 
upp f Í2345 = 3267. 9 ganga upp f aoö « 18d, éinnig. app f 
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iimferðar, eínn eðafleirí, gengur upp f því veldí korQsumferðar- 
innar, sem heflr fyrir exponent stœrsta exponent factoranna i 
divi8or (145). Nú getur kerflsumferðin verið annaðhvort ein fmm- 
tala í einhverju veldi, svo sem p*, ellegar fleirl, svo sera pf^ pf* 
— , og svo skyldi veraspurt umaðra tölupfi pf* ••••, upp í 
hvaða veldi tölunnar pf i pf^ • • • • hiin gengi. þá er að leita eptir 
þcim exponent á meðal ^i, ^2,**" sem stœrstur er, og hefjatöl- 
una pf 1 pf ^ • • • • upp í það veldi, er hann bendir á. Nú skyldi 
meðal exponentanna ^i, ^^r*" cxponentinn ^^ vera stærstur, 
þá yrði að heíja p^^ pf^ • • • • upp í hans veldi, og þá yrði það 
paipapaaPa....^ þá gengi p^i p^a upp í pfiPapfaPa ....^ þvj 

^'' ^^\ ^ = pfiPa— Pi^a^Pa— Pa. Að þetta séheil tala, sést 

bæði á (135) og líka á exponentunum, því hvað exponentinn 
aiPa — Pi snertir, er geflð Pa > Pi og þcss vegna er sá^pon- 
€nt posisif. Sama er að segja um síðara exponentinn OaPj — pj 
= (aj— l)p2, því 0L2 getur ekki verið < 1, því þá byrfl pjburt 
úr pf^ pf^ , en það er skilmáli selningarinnar, að pP* p^* 
hafl engan frum/acfor, sem kerflsumferðin pf^ pf^ ekki hefir. 
£n undir eins og aj = 0, svo verður og ^j = og gæti ekki 
verið stærsli exponent meðal Pi, p,, — f tylftarkerfl er 12 == 
2^ . 3. Upp í hvaða veldi af 12 ætti þá 2^. 3> að ganga? Svar. 
upp í 12« = 2". 3«, þá er 

i^!iil = 2^ = 22 • e— «. 31 • 8—6 = 2"-^ 30. 

6. Fermats theorema hljóðar eins í öllum tölukerfum (154); 
eins er (158) og (159), og getur úttalazt þannig: Sérhvcr tala, 
sem ekki heflr í sér frumtolur kerflsumferðarinnar, gengurupp í 
hæsta tðlustaf umferðarinnar rituðum nokkrum sinnum; það er 
upp í il* — 1. f tugakerfinu er það 9999--^, í fjarkakerfintt 
er það 3333---. Samber (160, 4). 

7. f>egar tala N = pf^ pf^pf^ *"* heflr meðal sinna frum- 
gjöranda nokkra, sem eru frumgjörendur kerflsumferðarinnar, og 
einnig aðra, sem ekki eru það, þá gengur framkvæmið af binum 
fymefadu upp í stœrð, sem táknast með forminu Á^^ en hinir 
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Dœmi sé sama sem í (10), að rita ártaliö 1855 i amtarkeril. 
DeiliDgamar eni: 

5) 1855 leif Ito deilingar 



&) 


371 


5) 


74 


5) 


U 


J>) 


2 



1 


— 


2« 


4 


— 


ajn 


4 


— 


4111 


2 


^. 


5ta 



0. 

Ártalið f flmtarkerfi = 24410, eiDS og í (10). Nú málfka,ef 
Vill, flDna kvótana eptír bökstöfunum út af leifunum og veldunum 
af 5, sem er U; |i. = 4, þvf bæsta veldlð af V er U^. Dell- 
ingamar og liðirnlr eru 5, en seinasti Uðurinn 'hefir ekkert V i 
tölunni N. f>á em 

deilingar 5ta 4í>a 3ja 2or ita 

, .- . . í e d c h a 
leifar þeirra (24410 

kvótamir 2 14 74 37h 

Nú var eptir bókstðfunum 
fyrstu deilingar kvóti eU^ + dU^+ cU + b 

2.58+4.5*+ 4.5 + 1 = 371 
annarar deilingar kvóti eU^ + dU + c 

2.5«+ 4.5+4 =74 

þriðju deilingar kvóti eU + d 

2.5+4 =14 

fjórðu deilingar kvóti e 

2 =2 

fimtu deilingar kvóti 0. 

Til að ákvarða þannig sérhvern kvóta, þarf léif næsthærri 
deílingar. f>ess vegna þarf sjöttu deilíngar leif til að ikvarða með 
þessum hœttí fimtu deilingar kvóta, því leif sú er coeffieient hans. 
I>essa leif er samt hœgt að finna, með því að deila í sjötta sino 
og draga frá deilanda þannig : 5 f er sinnum. Núllsinnum 
5 er 0, frá er 0. Sjöttu deilingar leif er þvf O^ ogþar húner 
eoefficient fimtu deilíngar kvóta, þá er sá kvóti = 0. j^essl út- 
reikningur kvótanna er ekki til þess að finna þá, þvf þeir eru 
áðurfundnir, heldur til að prófa þá og gegnumganga alla reikn- 
ingsins króka. 



\ 



t 
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8 ><862 leií — 1 

3 ) 62t ' 

3)_207_- ••••••• 

3 ) 69 • 

3 ) 23 • ••• — 1 

3) 8 •••• — 1 " ! " 

3 ) 3 • ■ '-■ 

3) !_"•■ 4- 1 

•■! 

þá 1862 i þristakerfl = lolioooT. I>ar sem léifarndr era nega- 

tifar, skrifast bér mimuamir upp yflr þeim.' 'VeldiD eru þá: 
3'— 3'— 3*— 3» 3^ = '2f87 

— S' ^ = —íil 

1944 

— 3 *= — 81 

1863 

— 3 ° = — í 

1862. 

Tugabrot (Fractio detimdíU}. .; 

164. Tugabrot (fractio decimalis) er .það brot, sem heflr 
fyrir nefnara tugaveldí, eða 1 með núllum aptaa vi&, en teljar- 
inn má vera hvaða tala sem vera skal, þó eptír vi86um reglum. 
I>essi brot skrifast með serlegum bætti, eins og framhald tuga- 
kerflsins, til hægri handar frá heilu töhmní, ef nokkur er, og 
greínast frá henni með kommu, en nefnarinn skrifast ekíi, því 
menn vita hann eptir reglunum. £ins og í heik tiUimai hver 
stafur merkir 10 sinnum minna við hvert sæti. sem •hann fieerlst 
pær hægri hendi, svo er éinnig líka í tugabrotunuai,.f^d. 32,482? 
eru 32 heilir, 4 tíundu partar, 9 hundruðustu partar^ 2 þúsiMfid-' 
ustu partar, og 3 tíuþúsundustu partar = 32 + n>+í-|-Q+ 
T^ + Tölo^ = ^^TwH' ÞYÍ.^in8:0g.sta£urii,n í eln- 
inga^æti þýdir lO.sinnum minna en. ef bann iværi í.tugasstiy svo 
er Qg stafurinn næsti eptir kommuna 10 sinnUm minní lað gildi 
en ^f hann stæði næst fyrír framan kommona. Hánn telur'þar 
tíundu parta, sem eru 10 sinnum minni en einingarnar. .Eiús 
og nú næsti stafur eptir kommuna telur tfundu parta, svo telur 
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kommurnar á. EiníDgastafirDir standast á vinstrá megin nœst 
kommunum, tfuDdu partarnir hœgra megin viö þœr, o. s. frv. Tðl- 
urnar kuDoa þá aö oá ójafot til hœgri og viDStri bandar. Að 
þessu búnu byrja menn hægra megin að leggja saman. ^r 
einingastéttir, sem leogst gaoga til bœgri, leggjast fyrst saman, 
og skrifast undir strykið svo langt frá kommuDDar sœti, sera 
stétt þeirra svarar. þetta geta meoD séð með því að tcljasœtiD 
f samaolögðu töluDum til kommuDoar. 

Dæmi: Leggjum samau töhirDar 3,0021 + 12,999 + 0,9 + 
412,00096 + 0,000004. Til hœgðar ritum vér þær þauDÍg: 

3,0021 Hér geogur ueðsta talao léogst tll bœgri. 4^ 

12,999. sem er millióDUStu partar, skrifast þvi I 6^ 

0,9 .. . sæti frá kommuDoi. I>ar oœst 6 niður f 5ta 

412,00096 sæti, þar ekkert á þar við að leggjast. Nú 

0,000004 má segja: 9 og 1 er 10, það er bin 4^» stétt 



428,902064. frá kommunni, skrifast í summuna f 4%a sæti 

frá kommuDDÍ. 1 geymdur og 9 er 10, og 2 
er 12, þetta eru þúsuudustu partar. 2skrifastþv( niðurfsumm- 
una i 3Jft sæti frá kommunni. 1 og 9 er 10, það eru bundmð- 
ustu partar, skrifast því ( annað sæti frá kommunni. 1 og 9 
er 10 og 9 er 19; þetta eru tíundu partar; 9 skrifast í næsta 
sæti við kommuna, en 1 er heil tala og iegst þv( við eining- 
arnar í heílu tðlunum, og þær reglur böfum vér séð áður. 

Sé tölurnar litlar, eða vilji menn ekki skrífa þær bverja undir 
aðra, þá verður jafnframt nákvæmlega að telja sæti bvers tðln« 
stafs frá kommuDDi, svo moDD ekki farí stétta vilt. 

Tugabrot má eionig gjöra samDefad, og það með þvf aðbœta 
núllum aptau víð hvert þeirra, svo mörgum, að allir addendarnir 
fáí jafumarga decimala. £d vitaolegt er það, að brotin raskast 
ekki fyrír það (164), þar nefDuruuum bætast eius mörg núU sem 
teljurunum, svo teljari og nefnari bvers brots margfaldast þá með 
sama tugaveldi (83). 

f ofanskrifuðu dæmi hefir lengsta brotið 6 decimala; vér skrif- 
um þá allar tölurnar upp með 6 decimölum, þauDÍg : 
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2** dœmi: 138,5 x 7,695708. 
7695708 Hér eru 7 decimalar til samans i báöum gjör- 
1885 ðndum; þess vegna sker eg 7 decimala aptan 



38478540 af produelinu, og fæ 1065,8555580. þessa 

61565664. núUi get eg á eptirkastaS burt, ef egvil,þegar 

23087124.. eg er búinn að afskera þá 7 decimata ogsetja 

7695708 . . . komrauna. Brotín skrifuð sem almenn brot 



10658555580. eru: 

1385 7695708 ^ 1065855558[0 ^ 1065S55558 
10 ^ 1000000" lOOOOOOJo"" 1000000. 
Hér sjáum vér, að ðll eru verkin sðmu ( matgfðldun hvorratveggja 
brotanna, og þar í líggur sönnunin. 
3ja dœmi: 0,007853 x 0,00476. 
Fyrst er að margfalda saman 7853 x 476 = 3738028. Síðan 
tel eg tugabrotsstafina í báðum gjöröndunum, og eru þeir 11 til 
samans ; eg á þá að skera 1 1 stafi aptan af productinu, en í þvf 
eru alls ekki nema 7; hvernig á eg nú að fara að? Egverð að 
hlýða lögmálinu og telja mér það í núllum, sem 7 vantar á 1 1 ; 
eg skrifa þá 4 niill framan við hið fengna product, og það á alt 
að verða decimálar; en síðan skrifa eg kommu þarfyrlr framan, 
og loksins núU lengst til vinstri handar í stað heilu tðlunnar; 
kemur þá hið rétta product tugabrotanna 0,00003788028. Aö 
þetta sé samkvæmt margfðldun almennra brota, sést, ef vér skrif- 
um tugabrotin eins og almenn brot, þannig : 

7853 476 3738028 

X 



1000000 100000 100000000000. 
Eins og núlla talan samanlögð f nefnurnm gjörandanna er jöfn 
Dúllatölunni f nefnara framkvæmislns, svo er cfecinia/atalan iir báö- 
um gjðrðndum jöfn decimalaVbXxx framkvæmisins. 

169. Deiling tugabrota. Fyrst aðgætist, hvort deilandi heflr 
eins marga decimala sem deih'r; sé það ekki, þá bætast aptan 
við deilanda núll f decimala stað, svo hann að minsta kosti ha& 
Jafnmarga decimala sem dellir. Síðan er deilt eins og engin 
komma værl. HaQ deilandi fleirl decimala en deilir, hvort held- 
ur viðbætta eður óviðbætta með núllum, þá afskerst aptan af 
kvótanum svo margir decimalar^ sem deilandi hefir fram yfir dcili. 
Dæmi hér upp á sð fyrsta margföldunardæmið(168), notað sfem 
deilingardæml: 
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þannig varf þessu dœmi, þegar 56,4 : 0|00015, eða þegarbúiS 
yar að deila 564 mefi 15, tugabrotsstafaQöldinn i éUvidmdtts >=» 
1 , en f divisor = 5, þá var epllr reglunni 1 — 5 = — 4, þafi 
þýfiir, afi4 8ta& vanti enn til kommunnar, en kvótian, semþávar 
kominn, var 37, og leif=9. þegar þá hifi fyrsta vifibœtta núU 
var niðurfœrt tii leifarínnar, kom 90, og þegar þessu er deilt 
mefi 15, kemur kvótastafurinn 6, og engin leif; verfiur þvfaSfylla 
þafi, sem vantar f kvótann, mefi núUum. Hinn deildi deilandivar 
þá orðinn 56,40, endeilir 0,00015; þessvegna: 2 — 5 = — 3, 
þafi er, afi enn vanti 3 stafi f heila tölu kvótans, og þafi eru 3 
núll. Stundum er þafi Ifka, afi aldrei gengur upp, bvafi lengi sem 
deilt er; halda menn þá afi eins svo lengi áfram, sem tilgangi 
reíkníngsins nægir, og ekki verfiur lengur skafii afi skakkanum, 
sem alt af fer minkandi. f^etta sést betur á nœsta dœmi. 
3ja dœmi: 3,74 : 2,4 

2,4)3,74(1,55833..-. 

24 

134 

120 



140 
120 



200 
192 



80 

72 
80 
72 



8 0. 8. frv. 

þegar hér var búifi afi deila 3,7 mefi 2,4, þá voru jafnmargir 
deeimalar i deili og hinum deilda deilanda; þess vegna: 1 — 1 
== 0, það er: enginn tugabrotsstafur enn kominn f kvótann, 
heldur einungis öll heila talan = 1 ; hér var þvf hifi rfttta sœti 
kommunnar. Næsti stafur deílanda 4 fœrast nifiur til leifarinnar 
13, verður 134; þessu er deiU með 24, kemur 5 f kvóta, og er 
það fyrsti decimal kvótans, þvf 2 — 1 = 1 eptir sætisreikningi 
kommunnar. Nú erleif 14, en engion stafureptirf hinumgeflm 
deilanda. En til að ákvarða kvótann nákvœmar, bœtist nú nútt 
aptan vifi leiBna, kemur 140. þessu er deiU með 24, fæstkvóta* 



6H.T. 



• • • 
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kemur 458750, svo kvólÍDn Terðuríalmennum brotuQHT- 4ftti*«i 

þetta brot getum vér skoðað sem kunngjörðA deilingUi og deil- 

iim 5737 með 458750, oglátum kvótann verða tugabrot, þannig: 

458750) 5737,00 (0,01250572 

458750 

1149500 

917500 

2320000 

2293750 

2625000 
. 2293750 
3312500 
3211250 



1012500 
917500 



95000. 
Hérsfe eg, að eg verð strax að bæta við deilanda 2 núllumtil 
að fá annað i kvóta en núll; verður þá kvótastafurinn 1, og 
eptir sætisreikningnum 2 — = 2 er þetta hinn anndiT decimaí 
i brotinu; og þegar eg held áfram deilingunni, kemur öldungis 
sama tugabrot sem í fyrra sioni, svo almennu brotunum ber 
saman við tugabrotín í þessum reikningi. 
5tA Dæmi: 1: 3,2561047. 
3,2561047) 1,00000000 (0,30711543 
, 97683141 
231685900 
227927329 



• • • • 



37585710 

8256 i 047 
60246630 
32561047 
176855830 
162805235 
140505950 
130244188 

. 102617620 
97683141 
4934479. 
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þelta brot mismuDar i hundraðmillfónustu pörlunum frá binu 
fyrra. Vér getum annars séð, hvað þessi brot miamuna f al- 
mennum brotum, með þvf að gjðra þau samnefnd, þannfg: 

1000 0000 _ 10000000 ^ 
32561047 32561048 

325610480000000 — 325610470000000 
32561047 . 32561048 
325610480000000 
325610470000000 

10000000 mismunur teljaranna 



32561047.32561048. 
Sé þessir factorar margfaldaðir saman, nefnilega 32561047 
og 32561048, og það framkvæmi sett inefnara stað undir teljarann 
10000000, þá er fengið brot, sem nákvæmiega segir mismun 
hinna umtöluðu brota ; má og, ef vill, stytta það með teljara sfn- 
um, svo teljarinn verðí 1; deilingin gjörist þá eptir (62), eða 
kvótinn er látinn verða tugabrot. Má þá sleppa brotinu, en balda 
beilu tölunni. þá er komið brot með teljara = 1, og nefnara 
?= heilu tölunni, og segir það mismuninn allnákvæmlega. Si 
menn ánægðir með að vita mismun brotanna hér um bii, má deila 
öðrumbvorum factornum 32561047 eða 32561048 með teljar- 
anum 10000000 eptir (62) og láta kvótann verða tugabrot, marg- 
falda hínn factorinn með honum, eða nokkrum stðfum framanaf 
honum, varpa svo burt brotinu, sem verður f produetinu, pk 
kemur brot, er heflr 1 fyrir teljara, en heilu tðluna f produdinu 
fyrir nefnara. í þessu dæmi verður þetta 

^ 1 

3,2561047 . 32561048. 
Kasti eg f burt 2561047 úr fyrra factornum, og margCaldi 
síðan síðara factorinn með 3 heilum, kemur 

1 
97683144 
og verður þetta mjög nálægt hinu mismunanda broti, þvf 
97683144) 1,00000000(0,00000001 
97683144 

I>etta er þá 1 hundraðmillíónasti partur, eins og tugabrotin 
áður s^ndu. 

170. Tugabrotín viljum vér nú hugleiða nánar eptir bókstafa- 
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Nú tek eg i4-töluveldi (tugaveldi) ii' « 10« s 100000, og deiU 
tOluiiDi p þar með þtnnig : 

q A^ 

efia, ef þetta er skrifað með + + og ii-veldum, 

p Ot A*^ + a^A^ + GgA^ + fl^A* + 03 A^ + OjA* + ai ^ + ao> 

q ~ A* 

þá verður, af því n > r 

-^^^ OeA — ön^jA — On«.iA 

= «5 = Oii-2 = «r 



= a^A^ = önA« = o„A«-' 



A» 

= 04A~* = On^sA— ^= a^^iA 



^-t-^* = /».>!— 1 = ^ _ii— 1 ^ ^— 1 



A» 
ea^ = 03A-« = o„.,A-«= a,^^A-^ 

!M! ^ a,A-8 = o^.,^~»= 0,^8^-« 

^í- == aiA-* = o,^eA-^= «r-4A~* 

_^ = OoA~» = a^^^A-^ = 0,^5 A-* = OoA-' 
A* 

HiB kunngjörða deillngj, þar sem poly«omí««er i deil«.d.. 

en monomium A^ i deili, framkvœmist hér, eíhs og þar á eptir 
segir, { dálkum. Hvað poíynomium snertir, gjörist deilingin ept- 
ir (61). 

Í fyrsta dálki er tekið hvert monomium eptir annað, og þvf 

deilt eptir (63,4) alt frá ^^ til ^^^ f þessu sirstaka talnadsmi, 

sem hér er einungis viðhaft til skiiningsauka. En f hinu almont- 

aj^A^ 
gildanda bókstafadæmi byrja þessar deilingar með — j^ eða 

fyrsta iíð deilanda, hver sem hann er, deildum með divisor A'; 
og halda þar áfram til ^ eða einingastafs tölunnar, er deilist 

með divisor eða A-tOIuveldinu A'. ^essi er hinn sehiasti liður, 
þvf nú er ðll talan uppunnin. 
í ððrum dálkl standa alUr kvótamír af þessum deilingum, sem 
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an^"-' + a„_iA"-'-» + a„_2A(— '>-» + a„_3At»-')-» 
•••• a, + ö,_|A"~^ + Of— 2^ * •••• OqA ^^ 

Einíngastafurinn er við deilingn þessa fluttur frá Ot« sœti tll 
ru eða breyttur frá ao til a^ eða fluttur umrsstl, 8amber(165). 
En tubtrahenduB i indexunum eða sœttsvfsunum segir hir. tll i 
brotinu, hver stafur brotsins hann (stafurinn) sé, svo sem a^_q 
er annar stafur brotsins frá kommunní, og þetta er, þangað tll 
komlnn er stafurlnn a^ . ^ = Oq, sem er hinn seinastl stafor { 
brotínu og tölunni. I>ar á mót 8;^nir allur index svo sem r — 2 
f aj_2i ^^ stafurinn sé hlnn (r— 2)&t frá seinasta staf brotslns 
eða frá Oq. f heilu tölunní sýnir subtrahehdus i indexunum 
sætlð frá fyrsta staf tðlunnar svo sem a,^.^ er hlnn annar fri 
fyrsta staf, sem beltir a^, en allur index n — 2 segír stafslns sæti 
frá seinasta staf tðlunnar og brotsins með. þetta sðst alt i tðl- 
unni> sem vir tókum til dœmls i þe88umtðlulið(171) upphaflega, 
sem var 

p = 64598367, 
sem eptir deilinguna með g = A*^ = 10* = 100000 varð 

^ = 645,98367. 

Nefnum vér tðlustaflna með bókstöfam, verða þeir 

6 4 5, 9 8 3 6 7 
Ot öe ag ^4 ag a^ «1 Ob 



a 



r 



+2 «r+l «r «r-l «r-2 «r-3 «r-4 «^-.«0. 



f heilu tðlunni kvótans þýðir slðari addendut i indexunum 
fjarlægðina stafsins frá hinum nýja einíngastaf, svo sem 21 0,4^ 
að ar^2 ^^ ^^^^ annar til vinstri frá einingastafnum njja, en 
vllut index r4-2, að það sé r4-2 stafur talinn frá hlnum foma 
elningastaf tðlúnnar. Yilji menn kenna indexana við n, þi verð- 
ur að taka mlsmuninn 

n — r = c;. 
þar af leiðlr 

n = c+T~*'+.^ 
og r = n — c. 

Eptlr þessu mi gefa kvótanum þetta almenna iitlit: 
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því r—n posUif stœrð, og til að tákna, að expmmtinn si tie- 
gatífur, þá má skrifa —{r—n). Verður svo kvótinn: 

= a^^-('-°> + a„.i^-('-°)-i + a„.^^-('-")-« + 

a„.3^-('-»)-» .... Oo^-', 
því — (r — n) — n = — r + n — n = — r. 

f>ar eð exponentinn í fyrsta lið þessa kvóta er = — (r —n) 
og r "> n, þá er hann negatífur, og a^ er þá decimaL p& er 
að skoða, bvað langt bann sé frá einingastaf kvótanSi þar sem 
exponentínn við A er = 0; það eru einmitt r — n sœti, eða 
aQ er þá binn (r — n)ti stafur frá einingastafnum eða frá komm- 
unni. Milli kommunnar og stafsins Oq verða því að standa r — 

n — 1 núll, svo að a^^ verði binn (r — n)ti decimal frá komm- 

« 

nnni. 

Vilji eg vita, bvaða tnef^a; mundi verða við einingastaf kvótans, 
þá legg eg r — n við n, og summan verður n + (r — n) = 
n + r-^n = r. I>að þ^ðir, að einingastafur kvótans sé a, eða 
hinn rti frá enda tölunnar bœgra megín. f>etta kemur saman- 
við (172), þar sem jafnmargir stafir eru f deilanda sem deili. 
f^ví vantaðí bér ekkí tölustaQ framan við deilanda, þá stæði 1 f 
diviBor undir fyrsta staf deilanda, en núllin f dítDtðor stœði undir 
hinum ðllum, eins og í dæminu (172). 

Eptir venjulegri skrípt stendur reikningorinn svo : 

— — — ^ = 0,00 .... ana„_iaa^aOn-a^ • ' -^ 

Sé deilandi hinn sami sem f nœst undangangandi tölnUðuin, én 
r = 10, 8V0 að A^ = 10" = 10000000000, þá v^Bri 

^ *= 6 . 10'-^" + 4 . 10«-" + 5 . 10*^" + 9 . 10*-" 
+ 8 . 10»-" + 3 . 10«-" + 6 . 10^-" + 7 . 10«-^« 

= 6 . lO-IK*-^) + 4 . lO-l*"-')-! + 5 . lO-lio— ')-* + 
9 . 10-(io— »)-8 + 8 . 10-(»»-^)-« + 3 . lO-íio-V" 
+ 6 . 10-(i»-')-8 + 7 . \Qr-(XO-~-')~r 
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meDnnrii brótum, inéð því að skrifá fyrst lölana á = 64598367 
og þar undír n = 10 núll, og 1 fyrir framan, en í tugabrotum 
með þvf, að skrira toluna a, telja aptan af benni n = 10 stafi, 
og bœtavið núllum, ef þarf, og setja svo kommuna. Með sama 



a 



hætti skrifast = -777,—« = -n með því að setja komm- 



unu fyrir fraraan n-r^m, hér 10 — 6 == 4 stafl, samber (173). 

175. Deilíng A-tölubrots mqð A-tðluveldí táknast þanníg meft 
bókstöfum : 



a 



.: A"^ = 



a 



4» ^n+m 

I>etta Qnst eptir (98) með því að margfalda nefnarann'A^ með 
divisor it™; kemuf il"^*""*. f>essi líking segir, að A-tðlúbrbt 
dividerist meb A-töiuveldi A™ með þyí að flytja kommuná eða 

• ■ ■ 

einingastafinn um svo mörg sæti til vinstri, sem veláisexponení- 
inn m ákveður. 
I>essi formula getur veríð innibundin í hinhí fyrri f tölulið 

(174) með því að gjðra m þar negatifi, þyi að deila með A^ 

1 

er sama sem að margfalda með = A— ". 

176. Samlagníng ^-tölubrota getur álitizt framfara eptir 
formulunni 

a , ^_ _ a + b . A'^'^ 

þar sem m > n. Brotín gjðrast samnefnd. &«neraZnefnarinn 
getur verið-4™, því A^ gengur uppí -^, kvótinn vefður -4°*^ . 

Brotið má þá halda sér, en hitt brotið verður aö 

^m ^ ' jn 

margfaldast f teljara og nefnara með -4™~"", sem er brotlengj- 



arinn (92). 
Ðæmi: 



bA^ u verður þá hinn nýi teljari brotsins — • 

■ A^ 



0,645 = 4|t 
1,345 



1 

A^ 



645 
700 



• 46 

loao 

700 

1000 

1146 
1000* 
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2. Að þeir sé aðrir en l A. 

3. Að þeir sð bœði sðmu og Ifka aðrir en f Aj 

180. Ef frumgjörendumir f q eru hinir sömu sem í ^, þá 
verður N heil tala, og tugabrotið fullnákvœmt og endanlcgt, því í 

q 

gengur q upp i J^^ ef r er tekið nógu stórt. Setjum A = 

pft pfi pf« • • • •, þá verður A^ = þ[^j>I%r^ • • • •, en r verð- 
ur að takazt svo stórt, að exponentamir rai raj ra^ • • • • verði 
annaðhvort jafnir eða stærri en exponentar sömu frumtalna í q, 
þágeta exponentarnir i divisor dregiztfrá exponentunum idivi" 
dendu9 (63,' 4), án þess að mismunurinn verði negatifuu Deei" 
maLamir verða þá svo margír, sem hínn stœrri eða stærstl ex-. 
ponent frumtainanna i g. Samber (145), hvað tugabrotín áhrœrir, 
en (160,5), hvað öll A-tölubrot snertír. í praortð (framkvsemdinni) 
verður þó drjúgust sú aðferð, sem höfð var (169), að smábæta 
núllum aptan við dividendus, sem er teljarinn, eptir sem á þarf 
að balda, og setja kommuna fyrir framan eins marga stað^ sem 
núUum var viðbætt. 

Dæmi : 3476 

15625 

15625) 3476,0 (222464 
31250 
35100 
31250 



38Ö00 
31250 



72500 
62500 
100000 
93750 
62500 
62500. 
Hér er 6 núllum viðbætt; þess vegna eru 6 decimálar, og 
brotið = 0,222464. Nú er 15625 = 5« = 2^ 5« og stœrri 
exponentinn er 6, Og þess vegha eiga einníg deekna^mir að 
vera 6. " ■ ■ 
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il-tölubroUstaftir telur, nefbilega •< — ef stafuriim er hlnn n" 
^-tðlubrotsstaftir. 

Dœmi : ^. 

21) 4,0 (190476190476 
21 
190 
189 



100 
84 



160 
147 



130 
126 



40 
21 



190 
189 



100 
84 



160 
147 



130 
126 
4. 

Eins og áður er sagt, s^st her, að aldrei gengur upp, þTÍ alt 
af koma leifar, sem komið bafa áðnr, og þegar niður til þeirra 
er fært núU, kemur sami kvótastafur, sem komið beSr áður. 
j»annig koma aptur og aptur sömu sérdeilendur (60), og sðmn 
kvótastaÓr i röð binir sðmu sem áður, og mynda þanníg nm- 
ferðir (periodoa), og brotin, sem þannig eru, kallast periodtik 
tugabrot (umferðarbrot). 

þetta brot ^ gefiir þi tugabrot 

0,190476190476190476190476190476 

Til að tikna þessi umferðarbrot stuttlega, skrífa sumir nm- 

ferðina ekki nema einu sinni, og þá stryk upp yflr benni, svo 

sem 

0,iiKMie. 



ðiO 

-|^, sem Bkakkar. þetta fyriityggja DOiena meS þv( aö auka 

seinasta staAnn, sem haldinn verSur, um 1, ef menn vita, að 

liinn fyrsti burtkastaði stafUr er 5 eða þar yflrj t. d.. viljl eg í 

brotinu 

^4- = 0,19047619---- 

eínungis nota 4 'decimala þess 

0,1904, 

en sð, að næsti stafíir er stór, nefhilega 7, þá eyk eg seinasta 

staflnn, sem eg tek, nefniiega 4, um 1, og læt hann vera 5, 

þannig: 

0, 1905, 

því þá er skakliínn minní, en ef eg læt hann vera 4, þvf 

0,1904 = 0,19040 

0,19047 =0,19047 

0,1905 = 0,19050. 

Hér sjánm vér, að míðbrotið er hið rðttasta, efsta brotið vant- 
ar 7 hundraðþúsundastu parta, en hið neðsta er of stórt um 3 
huAdraðþúsUndustu parta. þegar eg vil komast será næst 47, 
þá er mér betra að hafa 50, heldur en 40. Með þessu móti að 
auka seínasta stafínn, þegar hinn fyrsti skpti er stór, ávínna 
menn það, að . skokkínn verður aldrei meiri en | eining þess 

stafs. sem haldinn er, o : — . . f>egar eg reikna með 4 

j ' 2 10"^ . 

tugabrotsstöfum, þá reikna eg f tíuþúsundustu pörtum, og þegar 
Qg læt þetta brot vera 0,1905, verður siíalikinn minni en ^ tfa- 
þiVsQridásti partur. Vœri nú hinn fyrsti sleþti stafUr 5, þá giidir 
eínu, hvort eg eyk seinasta háldna staflnn eða ekkí, þvf 5 erþá 
á takmörknpum eða f miðjunni. I>ö ef einhverjir aðrír stafir en 
núli l(oma eptir 5, þá er betra að auka haldna stafinn, þvf þá 
er að varast að sleppa meira en helmingi stafs einingarinnar. 

• . - ■ ■ ■ # . 

182. Nú viljum vér hafa aðra aðferð til að gjöra þau al- 
mennu brot að tugabroti, er hafa nefnarann ósammældan 10/ 
Vér viljjum samt hafa brotlengingaraðferðina og deila (10^^—1) = 
ð99---- með nefnaranum, samber (160, 6) og (169). Ilér er 
g = 3 . 7 = 21, sem á að ganga upp f (10^— 1) = 999 ••••, 
og iná.eins taka 9 hvað ^ptir anna&, erins og 0. 
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21) 99 (4761904 
84 

J59 
147 



129 
126 



39 

IL 

189 

189 

099 
84 

f>egar komnír voru kvótastaflmir 47619, þá gekk hérupp, svo 
47619 er brotlengjarino ; þess vegna 
4 . 47619 ^ 190476 
21 . 47619 999999. 

Teljari þessa nýja brots er þá periodus tugabrotsíns. 

183. Að þanníg fengínn teljari sé periodus tugabrotsins, 
sáuro vér í næstundanganganda tðlulið einungis af þvf, að hon- 
um ber saman \ib^kperiodu8, sem tugabrotið í (181) hefir. En 
nú viljum vér sanna það með ððru móti. 

Vér rekjum til þess brotið f sundur f series meö 

deilingu, þannig: 

A'-l) 1 (ir + :^ +IaT 



• . • 



1 — 

- + 



j. 



1 






A" 






1 




1 


A^ 




A« 




+ 





t 



A« 

J _1_ 

A« A« 

+ 
1 

A«* 16 



•••••• 
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þetta verður óendanleg series 

J = l + i_ + l+_L+l 

A'— 1 A^ A2^ A^ A3 A* 
Látum nú A' vera tugaveldí með eíns mörgum núllum, sem 9 
eru margír skrífaðir í nefnara lengda brotsíns -^^r^ ; þess vegna 

= 1000000; þá verður stærðín vínstra megin við jafnaðarmerkið 

1 1 

1000000 — 1 ~ 10«— 1 
og þessi series, þar r = 6, 

I = J_ _!, A 4. J_ 4- 

ÍOö— 1 10« "^ 10^2 -r 1Q18 1 > 

það er 

_Í J_ . i_ . J_ . 

999999 10« ^ 10»« "^ lO^s "T •••* 

Skrifum vér þessa series í tugabrotsliki, kemur: 
^— = 0,000001000001000001 -•••, 
er sðst á samlagningu tugabrota, 
því j^ = 0,000001 

J_ = 0,000000000001 

~ = 0,000000000000000001 0. s. frv. 

JQ18 

Nú vantar ekki annað til að fullgjöra brotið vinstra megin, en 
að roargfalda "báðum megin við jafnaðarmerkið með lengda brots 
teljaranum 190,476; kcmur 

i~J: = 0,190476190476190476190476190476 •••• 
9(79999 

og erþá periodisTca tugabrotið komið með sinni periodm 190476. 

4 

= 0,190476; þess vegna er ^ = 0,i90476. 

I>annig má snúa öllum brotum, sem bafa nefnara ósammœld- 
an með 10, í periodisht tugabrot, einungis eptir (182), án þess 
að skipta sér nokkurn hlut af (183), því þegar teljari lengda 
brotsins er fenginn, þá er alt periodiska tugabrotið fengið. 
Einn (183) töiuliður er einungis til að sanna, að teljari lengda 
brotsins 1 sé periodus tugabrotsins. 
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184. Nú er eptiráð hugleiðabið þriðja tílfelii, sem talið var 
í (179), nefnilega, að noklirír frumgjöreDdur f q gangi upp í A, en aðrir 

ekki. |>á gengur deilingin - — aldrei upp, og tugabrotið verður 

af 

öendanlegt, og að sðnnu periodiskt, en periodumar byrja ekki 
strax við kommuna, beldur koma nokkrir tölustafir áður, og það 
eins margir, sem stærri exponentinn við 2 og 5 í nefnaranum 
q hefir i sér einingar eptir (180). I>essi tugabrot kallast þáekki 
lengur periodishi beldur hélí^periodish (á dönsku ufuldhommen 
éller blandet priodiéke). f>essi bálf-penWesfcu eða bálf-um- 
ferðabrot má eins finna og hin fyrri með því að deila te\jara með 
nefnara. 

Dœmi. ^ = 3--^ 

jþar 3 er ekki factor í 10, þá gjörir sá factor nefnarans, að 

aldrei gengur upp, og þar exponentinn við 5 er 2, þá verða 2 

stafir, sem koma eptir kommuna, áður en periodumar byrja. 

75) 8,0 (0,10666 

75 

500 
450 



500 
450 



500 
450 



50. 
|>etta tugabrot verður 0,1066666 •••• og periodan er einstöfuð, 

neftiilega 6. 

2. Ðœmi: 



296 2' 37 

296) 19,00) 0,064189 ...... 

1776 

1240 
1184 

560 
296 

2640 
2368 

2720 
2664 

56. 

16^ 
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UiT er komin sama leíf == 56, sem komið befir áður, og er 
það merki til, að periodurnar byrja, svo brotið verðar bálfjpm'o- 
diskt = 0,064780. Periodurnar eru Sstafaðar og undangaDgandi 
staflrnir eru þrír. þetla gátum vér séð fyrirfram, þvf, að perio^ 
durnar eru þrfstafaðar, leiðir af þvf, að 37 gengur upp f 999, 
eða er ^3 (146), en að undangangandi stafirnir eru þrfr, af ex^ 
ponentinum við 2, eptir (180). 

185. Hafa má brotlengingaraðferðína í þessu þriðja tilfellí, 
eins og í binu öðru ; en bún er miklu lengri en þessl, sem vðr 
bðfðum f (184). Nefnararnir f þessum brotum ganga nú ekki 

upp f (íoy — 1), beldur upp f tölu (lO^ — 1)10^, sem skrífast 
með nokkrum 9999 •••• og núUum þar á eptir. Núllin eni x, 
eða eins mörg og stærri vísirinn við 2 og 5, eins og segir í 
(160, 7), en bitt verðuf drjúgast með tilraunum að fínna y, eða 
upp í bvað mörguip 9 product binna annara frumtalna nefnarans 
gengur. I>ar apt^n við verður að skrifa þau x núll og deila þeirri 

tölu (lO^ — 1)10^ með forna nefnaranum g. t>á er fengínn 

brotlengjarínn = 6^ og margfaldast með bonum teljarinn; kemur 

pb. Hinn n;^i teljari pb deilist síðan með (lO^ — 1) = 99....; 

kemur blandin tala B eða brot. Teljarínn f þeirrí blöndnu tðlu 

eða broti verður periodus, og verður að fyila bana með núlium, ef 

bún er ekki y tölustafir eða eins stafamörg, sem nefnarinn 99* • • •• 

Má þá skrifa heilu töluna, ef nokkur var, f B fyrir framan perio' 

dumar með kommu á milli, og loksins færa þá kommu um x 

reiti, eða svo marga reiti til vinstrl, sem núllin voru mðrg aptan 

við 99 • • • •; er þá hUfperiodisha tugabrotið fengið. Tökum fyrra 

8 8 

dæmið í (184), nefnilega «7 = ö~T2; Þ^ yitum vér, að 3 ganga 

upp f einum 9, er þá t/ =^. 1, og exponentinn við 5 boðar tvö 
núll aptan við þá 9 ; er þá a; ==: 2. Nefnarinn verður þá 900. 
þá vitum vér, að gamli nefnarinn 75 gengur upp f 900 eptír 

formulunni (lO^ — 1) lO^. Eg deili þá 900 : 75, og fœ 12 = 
b, sem er brotlengjarinn, þá 

g6 "" 75 . 12 ~ 900 ■" 9 . 100. 
þessa 100 tek eg frá um stund, en deiií 
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I>essir 6 i broti kvótans er periodus, þvt serieé (183) gefur 

* - 1 4- J-4- J_ 4. 



10^—1 10 ' 10« ' 10» 



• • • • 



eða J- = 0,11111. ••• 
og þegar það er margfaldað með 6, kemur 
-^ = 0,666666 •••• 

og 10| = 10,6666 .... = y = J?. 

En þar 100 var undandregið úr nefnaratíum, verður nú aptur að 
deila með 100 (58"^, 2), með þvi að fœra jKommuna um 2 reiti 
til vinstri (175); kemur þá , 

^ == 0,106666666 

eins og f (184). 

5 5 5 

2. Dæmi: j^ = g-j^ = ^rjj^ 

2 er factor i 10, og eocponentinn við 2 er hér 3; þá er o? = 3 
f stærðinni (lO^ — 1)10^. En ^ verður að finnast með þessari 
deilingu : 

8 113 3 

13) 999999 
7 6 923. 

Hér gengur ekki fyrri upp, en búið er 6 sinnum að taka 9; y 
er þvf s= 6. Formulan fyrir stærðinni, sem nefnarinn 104 
gengur upp f, verður þá (10« — 1)10», það er 999999000. fá 
deili eg því með 104: 

104 ) 99999 9000 (9615375 
639 



159 



559 



390 



780 



520 



0. 

Hér eru allir frádragarnir undanfeldír til að spara rúmið. Brot- 
lengjarinn 6 er þá = 9615375. Með honum margfaldast teljar- 
inn 5; kemur 48076875, sem er nýi teljarinn, svo hið nýja 
brot verður: 
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48076875 



999999000. 
Hér undanfelli cg núUín um stund, en deili teljaranum með 

999999, sem er (lO^ — I). 

999999) 48076875 (ÍS^IUU = ^ 
3999996 
8076915 
7999992 



76923. 
Teljarinn f þessari blðndnu tölu erpen'odfus tugabrotsins eptir 
series í (183), en verður að setja eítt firaman við 76923, svo 
verði 076923, því y = 6 heimtar 6 stafl í periodui. Framan 
við þetta á nú að setja heilu töluna úr B; kemur 
B = 48,076923076923076923. 
Lolcsins færist komman um 3 reiti til vinstri vegna binna und- 
anfeldu þriggja núlla í deilingunni; kemur þá 

^j = 0,048076923076923076923076923 

19 19 

3. dæmi: Nú tökum vér hiðannað dæmi(184), nl.^— = ^^-r^ 

þar 2 er factor í 10, og exponentinn cr 3, þá cr a; == 3 í 

stærðinni (lO^ —1) lO^; (160, 7). En y vcrður að finnastmeð 

deilingu. 

37) 999 (27 
74 
259 
259. 

Hér gengur upp, þegar búið er að taka þrenna 9, þess vegna 
2/ = 3, þá er eptir formulunni (lO^— 1) 10», sem 296 = 2^ 37 
á að ganga upp í. I>ess vegna 
296) 999000 (3375 
888 
1110 
888 
2220 
2072 
1480 
1480 
0. 
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f>á ér broQengjarinn h — 3375, og með bonum margfaldast 
teljári hins fyrirsetta brots 19; kemur 64125 =27&,8vohiðleÐgda 

brot verður 

^ ^ 64125 
qb ~ 999000. 
Hér sleppi eg núllunum um stund, en deili 64125 með 999. 

999)64125 (64^^ = B 
5994 



4185 
3996 



189. 

]>á er periodus 189, og þrfstðfuð eins og hún á að vera; 

þess vegna 

B = 64,189189189189 •••• 

Loksins færist komman um 3 reiti til vinstri, þar o? = 3; kemur 

Jl = 0,064189189189189 •••• 

4. dæmi, þar sem heilu töluna í B vantar. 
1 1 



5 9.5. 

Hér er 5facíor í 10 og það er 5^ svo (lO^ — 1) lO^ = (10^ 
— 1) lO^ En til að finna y, verður að deila 9 með 9, og það 
gengur upp, svo for/wwZan verður (lO^ — 1) 10^=90. f>á segir 
hún, að 45 gangi upp í 90, og það vissum vér áður. Nú er 45 
í 90 2svar, svo brotlengjarinn 5 er = 2 ; og með honum marg- 
faldast teljari hins fyrirsetta brots, 1, og 

^ == A 
qb 90 

er hið lengda brot. Núllið úr 90 tekst frá um stuhd. 

9) 2 (0| 




2 

og 2 er 'periodm eptir $eries (183), svo er þá 

B = 0,222222 • • • • 
Hér er heila talan í J? = 0, og nú færist komman um 1 reit 
til vinstri, svo verður 

^ = 0,0222222- ••• 

45 

og kemur þetta heim við hina styttri aðferðina aðdeila 1 með45. 



248 

186. Vér böfum nú dvaliö lengi við þessa aSferö, þó hún 
sé í praxis (framkværodínni) ekki nœrri eins bœg^ sem hin áðar- 
sagða. I>að gjörðum vér vegna þess, að þessi theoria (skoðun) 
sýnir betur eðlí talnanna, og bvernig á þv( stendnr, að tuga- 
brot, sem úr almennum brotum koma, flokka sig f þrjár deildir, 
þar sem fyrsta deíldín innibindur f sér þau tugabrot, sem faetor^ 
amir i 10, nefnilega 2 og 5, einsamlir af sér gefa f tugakerfinu, 
og þau eru ðll endanleg, og bafa i sér eins marga stafí, sem 
stærri exponentinn við 2 eða 5 ákveður, eptir (180). Hin önnur 
deild beOr í sér þau tugabrot, scm aðrir factorar af sér gefa, 
og sem aldrei ganga upp í neinu tugaveldi (128), (134), heldnr 
i tómum níundum 999^9 • • • • eptir Fermats theoremi og þvf fylgj- 
andi setníngum (158), (159). Hin þriðja deild lugabrota heflr f 
sér þau brot, sem hvorki koma af factorunum 2 og 5 einsðmi- 
um, og beldur ekki af ððrum einsðmlum, beldur af hvorum- 
tveggju sameinuðum, ganga svo þeír nefnarar upp f tðlu, sem 
er samsett bæðí af níundum og núllum. í báðum sfðari deild- 
unum verða tugabrotín óendanleg, vegna þess að aldrei upp- 
gengur, eða vegna þess að níundirnar 9999 — eru = 10000 
,... — 1 eða tugaveldi að afnumnum 1; en kvótinn veröur þá 
hin óendanlega series í (183). Enn framar verður það af fram- 
anskrifaðri Iðngu aðferð Ijóst, hvernig á undangangandi stðfun- 
um stendur, sem ganga á undan periodunum. I>eir koma nefni- 
lega af beilu tðlunní i B, og núllum þeim, sem undanfeld vora 
t deilingunni, en bætt upp aptur með þvf að færa kommuna tíl 
vinstri, og er það ný deiling, sem gjðrir það að verkum, að 
periodurnar þokast til hægri. Hér tðlum vér einkanlega um 
tugakerfíð^ en út af sömu bðfuð-eiginlegleikum geta þeir, sem 
vilja, fundið, bvernig þetta kann að breytast f hinum ððrum tðlu- 
kerfum. 

187. það kallast fullkomnar periodur, þegar 10' — 1^0 

imod. q) og «, eða stafaQðldínn f periodus, er = g — 1. En 

það er merkilegt við sumar periodur yfir bðfuð, og einkum þœr, 

1 
sem langar eru, að þegar búið er að fá perioduna af — , þá 

þarf ei að neyta margföldunar til að finna — . I>ó er það með 
þvf móti, að muUiplicator sé leif þeirrar periodu. Til þess er 
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m = 1 2 3 4 5 6 

»•0 == 2, fn^ = 7 5 11 6 8 2 

^•m-ilO 

— -j~ — =15 3 8 4 6. 

Hér af fæst : 

xf == 0,153846 xf = 0,384615 tJ — 0,461538 



T ^-r:rrrz7 8 ^zrrrzrr^ 1» 



73 = 0,538461 Y^ = 0,615384 73 = 0,846153. 

Sama er, ef vér tökum r^ = 5, þannig: 

m = 1 2 3 4 5 6 

fo = 5, rnj= 11 6 8 2 7 5 

»•111-110 
^g = 3 8 4 6 15. 

Leifarnar t^ má einnig Qnna í þessum sfðari aðferðum með þvf,að 

margfalda leifarnar, sem koma af ro = 1, með2eða5, nefhilega: 

1.2 = 2 (jnod. 13) 10 . 2 s 7 {mod. 13) 0. s. frv. 

og 1.5 = 5 {mod. 13) 10 . 5 = 11 {mod. 13) 0. 8. frv. 

189. í tölulið (157) var sýnt samband miUi modvHawaa g 
og h, og að þegar iialdið væri áfram deilingunni tii hins tvöfalda 
index, þá kæmi sömu leiíar öfugar, en kvótamir úr fyrra og sfð- 
ara helmingi umferðanna fyltu 9. ^etta framsetur Eamus i 
setningu hér um bil þannig: j^egar q er frumtala ðnnur en 

2 og 5, og hið óstyttanlega brot — gefur periodu með 8 tölu- 

stöfum og 8 er jöfn tala = 2n, eða periodan hefir þessa mynd : 

bib^h •••• Mii+l^n+2^n4-3 •"• ^2n, 

þá er, hvað tölustafina f periodu8 snertir: 

9 = 5i + bj,^i = fta + ^n+2 = ^a + *n+3 •••• ^n + ^2n, 

einnig hvað leífarnar snertir: 

3 = ^i+»'n+l =^2+^0+2 =^3+*'n+3 ••••= ^-n + ♦'2n. 

Hðr er geílð: 

10^«^ = 1 (mod. q), 
því þegar búíð er að bæta smámsaman 2n núllum við ro, sem 
var = 1, þá kemur eptir 2n deiiingar aptur leif r^n = 1 ; sam- 
ber dœmin g = 7 og g = 13 f töluliðunum (187) og (188). 
Flytjum 1 yQr um con^niensmerkið með minrn; kemur: 



252 

Hínar mlnstu leifar þessara talna, eða þeirra reBidua minima, 
verða 9*0 -|-t ^S ^a ^S Þ^ss vegna verður congruentian 

Hér bœtist inn heill modulus, til þess að residuið hsgra megin 
ekki verðí negatift; kemur 

^n +t ^^^ — n ('worf, q). 
En þetta þarf ekki að skrifast sem congruentiaf beldar má 
það einníg vera líking 

^•n +t = í — n, 

þv{ tölurnar geta verið alveg ákvarðaðar, þegar tekin era re»idua 
minima. 

[Tökuro ( ofanskrifuðu dæmi með deilinum 7 töluna i «= 1, 
en þar er n = 3; þá er 10^+*= 10*= 10000 og 10* = 
10^= 10, en p látum vér vera = 1 ; þá verður eptir píO^ +* 
= — plO* {mod. q). 

10*= — 10 (mod. 7). 

Deilum nii báðum leifunum með 7 ogtðkum minstu lelfarnar, 
sem ekki yGrganga modulus (104), þó ekki sð hínar allraminsta 
leifar, sem ekki yflrstíga hinn hálfa modulw. 

7 ) 10000 7) — 10 (— 1 

1428. — 7 

+ 



— 3. 
Hin fyrri leifln er hér + 4, en hin síðari — 3. þœr eru, 
elns og allir sjá, ekki jafnar, en congruentes eru þœr þó, þvi 
hér mátti eins vel f sfðari deilingunni taka kvótann — 2, þannlg: 
7) — 10 (— 2 
— 14 
+ 

+ 4. 
f>essi leif gat einnig fundizt með þvf að bæta modutm vlð leif- 
ina — 3, þvf — 3 + 7 = + 4, eins og gjört var í congrw 
entiunni 

♦•n + 1 = 3^ — n (^O^' í)- 

Nú eru þá leifarnar ekki einungís samsvarandi, heldur og einníg 
jafnar^ 4 = 4; þess vegna má það vera sannleikur: 

^n+t = í — n ]• 
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1 90. UiT við þessa sönnun kann það s^^nast atbugayert, a6 
þegar brotunum er slept úr blöndnum tölum, sem til samans 
eru 10, bvort þá verði summan af beílu tðlunum == 9. Menn 
gœti bugsað sér, að bún kynni að verða 8 eða enn þá minní. 
£n til þess að þetta ekki verði, útbeímtist, að summa brotanna 
( binum lOfölduðu leifum ekki yBrstígi 1 ; og það gjörir bún 
bér ekki, beldur verður = 1 ; þvf nefnarinn er q, og summa 
teljaranna verður einnig q eptir formulunni r,^ -|-t + ^t = í/ 
þvf þegar binar einföldu leifar, sem fylla q, margfaldast með 10 
og deilast með q, þá koma nýjar leifar, sem alt eins fylla m(h 
dulus q, sem binar fyrri. I>ettu sést á framanskrifuðu dœmi 
með deilinum 7, (187). 

í = r^+t=6 Y=8f 

Tt =1 y =lf; 8f + 1^= 10; 8 + 1 = 9 

t= 1 r„+t=4 y =5f 

rt =3 ^ =4f; 5f + 4^ = 10; 5 + 4 = 9 

« = 2 r,+, = 5 ^=7^ 

rt =2 y =2f; 7| + 2?-= 10; 7+2 = 9 

t = Z r„+t = i T==lf 

^t =6 ^=8|; 11 + 8f = 10; l+8«9. 

|>es8i útreikningur er gjörður eptir formulunni 
Tn 4- 1 ÍO n 

q ' q ' 

pg ef bann er borínn saman við i^m'odfu-útreikninginn í sama 
dæmi i(187), þá sést, að reikningurinn þar og bðr er allnrbinn 
sami. Teljararnir, sem bérfást útaf r^ +t og r^, fylla modulr 
us (sem í þessu dæmi er 7), og fyrír það verður summa brot- 
anna allsstaðar =1. En þessir teljarar eru ekkieinungis leifar 
f deilingunum bér, beldur eru þeir og leifar f útreikningi peno- 
dunnar i (187), og eru því bundnir ofanskrifuðu lögmáli 
^n +t + ^t == «» 

ellegar, sem sama er, 
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og segir hÚD, að ilrá undangangandí stðfunum og einni periodus 

(o: Z7q 10* + Ps) ^^"'^ draga undangandi staflna {7q og þá sð 
fenginn teljarinn. En nefnarinn sð sami sem áður. 

192. Sönnun fyrir reglunni, þegar brotið er alperiodiskt, 

er nokkurn veginn auðsén af (183). t^ó viljum vér sanna bana 

bérnokkuð öðruvísi. Setjum, aðpmWu« sé Qórstöfuð eða • = 4, 

ogstaGrnirí benni sé abcd, þáverðurp«rtodfísto tugabrotið svona: 

a? = 0, ábcdabcdabcdábcd • • • • 

margfalda brotið með 10» = 10* = 10000 

10000 ^ = abcd,ábcdabcdabcdabcd • • • • 
drag bér frá bið einfalda brot 

X = Q^ ábcdabcdabcdabcd • • • • 

(10*— \)x = abcd. 

Brotin ganga upp bvort á móti öðru, þá 

9999 X = abcd, 

. , abcd 

ogþá ^=9999. 

Upp á sama kæmi, bvað margir slafir sem vœri f periodua; eln- 

ungisáað margfalda með 10* og deila með 9 skrifuðum 8 slnnum. 

Með líkum bætti má gjöra h&lfperiodishu tugabrotin að almenn- 
um brotum, nefnilega: að margfalda brotið x með svo báuveldi 
af 10, sem undangangandi stafimir og stafimir í einnl periodu 
eru margir til samans. Skrifa þar undir brotið x margfaldað 
með svo báu veldi af 1 0, sem undangangandí stafirnir eru margir; 
drag svo bið síðara product frá binu fyrra. Seyum undaogang- 
andi stafina pqr og perioduna abcd, þá er 

a? = 0, pqrabcdabcdabcdabcd " • ' 

103 -f. 4 o; = pqrábcd,abcdábcdabcd • " • 
10' 0? = pqryabcdabcdabcd • ' • • 

10^(10* — \)x =pqrabcd — pqr 
X =pqrabcd — pqr 

(10*— 1) 10« 
= pqrabcd — pqr 

9999000. 
I>egar bér vinstra megin var frádregið í coefficientunum við x 
10^+* X = 10». 10* X 
103 X = 10». 1 . X, 
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|í5 «""«*' 



1000 I 200 I 40 ° 1000 I 40 

0.222464 =^^t 

Nefnarans factorar eru 2 og 5 fyrir hvert núil f nefnaranum, 
þess vegna eru tians factorar 

2.5.2.5.2.5.2.5.2.5.2.5, 
en engír 5 ganga upp í teljaranum eptír deilileilcseinkunniDDi 
með 5. 2^ = 8 gangaupp f teljaranum eptir deiiileilKseínkunn- 
inni: 



222464 
1000000 



8 S 

27808 T 3476 



íi 



12Ö000 I IÖ62Ö. 

f>ar factorinn 2 ekki kemur optar fyrir i nefnaranum en 6 
sinnum, og nú er búið að stylta með honum 6 sinnnm, þá verö- 
ur brotið ekki stytt framar. 

2. Alperiodisk tugabrot. 

f>ar nefnari almenna brotsins, sem úr tugabrotinu fæst fyrst, 
heflr þetta útlit: 

abcd • • • • 

þá viljum vér fyrst hugieiða factora nefnarans. Ðeilum vðr nefii- 
aranum með 9, kemur 1 1 1 1 • • • • eða tala, sem er eintómir ein- 
ar. En þessi tala verður aptur deilileg með ýmsum tölum, eptir 
því sem þessir einar eru margír. Yér teljum þvf einana og sey- 
um fjölda þeirra = E, en tðluna sjálfa 1 1 1 1 • • • • kölium vír M 
þá getur skeð menn vilji stundum nota eptirfylgjandi reglur: 
a, Gangi 2 upp í E, þá er N deililegt með 11. 
P, Gangi 3 upp 1 E, þá eru factoramir í N 3,37. 
Yy Gangi 4 upp f £, þá er 101 factor, auk 11, sem talinn var 

við 2. 
ð, Gangi 5 upp f E, þá eru factoramir 41 . 271. 
8, Gangi 6 upp f E, þá eru factorar 7, 13, auk áðurtaldra 11, 

3, 37, við 2 og 3. 
Zi Gangi 7 upp f E, þá eru factorar 239, 4649. 
iQ, Gangi 8 upp f E, þá ganga 73, 137 upp f N^ auk lloglOl. 
*, Gangi 9 upp í E, þá er factor i N 33667, auk 3«, S7. 
t, Gangi 10 upp f E, þá gengur 9091 upp f N, auk áðurtaldra 

11, 41, 271 við 2 og 5. 
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13 ganga upp í teljaranum. 


Nú er eptir að reyna með 37 í 


47619. 




47 619 




47 




37) 666 (18 




37 
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37 ganga upp f 47619. Nú er framkvœmið af 

3 . 11 . 13 . 37 = 15873. 
Í>á gengur 15873 upp f teljara 47619 og nefoara IUUL 
15873) 47619 (3 15873) llllU (7 

47619 111111 

• • • 

Hið stytta brot er því f . þessi reikDíngur kann þykja nokknB 
langur. Hann befði má ske skemri orðíð með þvf að stytta 
brotið með bverjum factor sér f lagi. 



47B19 



3 11 13 3T 

15873 



IIUU 



37037 3367 | 259 |T. 

Fljótara befði sammælirinn fundizt eptir (88), þannlg : 
47619) 111111 (2 
95238 



15873) 47619 (3 
47619 . 

£n svo er eptir að deila teljara og nefnara með sammœlin- 
um 15873. 

3. Eéilfperiodish tugabrot. 
{>ar nefnari almenna brotsins, sem fyrst fæst úr tugabrotinv, 
hefir þetta útlit 

(10* — 1) lO^ 
eða nokkrum sinnum skrifaðir 9 með nokkrun^ núllam aptan við, 
þá skoðum vér fyrst samsetningu nefnarans, og bún er 

10* — 1 02 on tn 

. - . u • ^ • u • 

9 

10* 1 

En bvað áhrærir — eða 1 1 1 1 — , má nota reglumar f 

þessum tölulið f 2; gðnguin vér svo til sjálfra dæmanDa: 
0,069444444 • • • • 
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Uér era undaDgangancli staflmir 3, og oinstðfUð perioda, þá 
er eptir formulunni 

x= UJW-í)+p, 



= 


(10»— 1)10"» 

069 . 9 + 4 
9000 








6214-4 
9000 










625 
9000 


5 . 


5» 






1.3«. 


2». 


5» 






5 

3«. 2« 


— = 


5 

72 



Tökum annað dæmi: 

0,795454545454..-. 

Hér eru undangangandi stafir tveir og tvístðfuð perioda. I>etta 

viljum vér reikna eptír formulunni 

pqab — pg 

9900. 
j^á er 

7954 

JJl 

7875, sem er teljarinn. 

7875 ^ 787 5 

9900 11.9.22.5^ 

t>egar búið er að ieysa nefnarann upp i bans gjörendur, er 
þægilegt eptír dellileikseinkunnunum með hinum sðmu gjðröndum 
smámsaman að deila teljaranum og hans kvótum þannig: 

5) 7875 

5) JI575 85 . 9 . 5» ^ 35 _ 35 

9) J|5 ^ 11.9.2^5« 11.2« ■" 44* 

35 
Tðkum brotið 

0,00123123123123123.... 
og bðfum formulana 

fi,(iy-~l)+y , 

(10«— 1)10" 

U^ =00 9 -= 3 p^ == 123. 
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0.999 + 123 123 123 



99900 99900 1 1 1 . 9 . 2« . 5« 

123 3.11 41 41 



^ 3.37.9.2«.5« 3.37.9.2«.5« 37.9. 2«.5* 33300. 
Tökum blðndnu töluna 

3,04176281462814...- 
Heila talan má geymast sér. Höfum formuluna 
pqrsabcde — pqrs 
999990000 

041762814 
0417 



41762397; 
41762397 41762397 41762397 



999990000 "" 11111 . 9. 2*. 5* ~ 41 . 271 . 9. 2*. 5*. 
Hvorkí 41 né 271 né 2 nð 5 ganga upp f teljaranum. Talan 
41 er ^5 eptír töflunni í (146). Eínungis 3 ganga upp í teljar- 
anum, svo brotið verður ásamt heilu tðlunni stytt 

194. t>egar tugabrotin eru stafamðrg, verður erfltt að 
reikna með þeim óskerlum, og ðldungis ómðgulegt, þegar þau 
eru óendanleg. t>ess vegna nota menn einungís nokkra stafl 
framan af þeiro. En þá er þðrf að vita, bver skakki af því hlýzt, 
þegar slept er stðfum aptan af þeim, ellegar vita, hvað roarga 
tðlustafl þarf að hafa, til þess að reikningurinn nái sfnum tilgangi. 

í samlagningu má framkværoa þetta þannig: Sé brotin þannlg ásig- 
komin, að þau hafl n tðlustað, og skakki þ^irra þess vegna sé ^ 



lO'^' 
(samber (181)), og bann sé positif, það eraðskilja, að þar þurfi 

svo roikiu að bæta við það, sem f reikninginn er tekið, að hin 

rétta slærð framkoroi; þá verður suroma allra skakkanna vlð m 

Tíl 

samanlögð tugabrot < . Nú skal talan m vera skrifuð með 

10° 

q tðlustðfum, og 10^~^< m < lO^ þá er skakkinn f summ- 

1 tn 
unni <: ; því ef lO^ er sett f staðinn fyrir m f , kemar 

IQn-q' *- 10" 

lO^ 1 

, sem stytt roeð teljara sínum verður . Vilji eg nú, 



10'^ 10°-^ 

1 • 
að þessi skakki skuli vera < , þá set eg 

^ lO^ 
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195. Sé DÚ broUn þanDig tekio, að skakkiim \ið hvert 
þeirra liggi milli + ir • — i nefoilega sé allsstaðar mloni en ~ 
eÍDÍDg biDS seioasta decimah, seoi tekion er, og sé p tala þeirra 
brota, sem hafa negatifan skakka, og af þff hion seinasti deei- 
mal var hækkaður nm 1, svo þau þess vegna em of stór; en 
hin aptur of h'til ; og þessi of litlu brot eru þá að töln m — p, 

þá verður skakkiDO í summuDOÍ að líggja milli — —^ . — ikmí- 

2 lO"* 

iifa megiD, og — ^ . — negatifa megfo. Sé nú bið sfÖara dreg* 

ið frá biDu f\Tra, kemur: 

Efsta skakkamark — ^ . — 

2 10« 

— p 1 

Skakkasvæði frá oeðsta marki — . — 

2 10«- 

Hér kemur skakka eða óvissusvæðið hálfu miDDa en áðor var 

094), þegar m voru addendat allir of litlirog gátu skakkað nærri 

— , í stað þess að oú eru sumir of stórir, eo sumir of litlir oir 

skakka mest -^ . — . Sama dæmi, sem áður, viljum vér nú skoða 

d lOn ' ' •* 

með hækkuðum seioasta decimal, þar sem hiDO fyrsti slepti var 
5 eða meiri eo 5. 



Neðsta skakkamark 



A 


B 


0,3333 nákvæmar 0,333333 


0,6667 


0,666667 


0,1905 


0,190476 


0,1429 


0,142857 


0,4286 


0,428571 


0,5 


0,5 



2,2620. 2,261904. 

Sð Dú hið rétta brot 2,2619 (194^ dregið hér frá suromunní í 
samlagDÍDguDni A, þannig : 

2,2620 
2,2619 
0,0001, 
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þá sést, aö hínn nýi reikningur gefiir summunaum yooöo ^f^^<^i^7 
en hinn fyrri um jöoöö ^^ ^*^'^* 

Af þessum 6 brotiun, sem hér voru samanlögð, var 1 nákvœmt, 
sem er 0,5, en 5 ónákvæm; þess vegna m = 5. 

Af þessum 5 brotum eru 4 með hækkuðum decimal, og þess 
vegna of stór, eða með negatifum skakka, svo p er = 4, en 
hin m — p eða 5 — 4 = 1 eða 1 brot er þá of lítið eöa með 

positifum skakka. þessi tala — ^ merkir m — p helminga 

einingarhins n^ decimah, sem hér er hínn 4<^ieðatíuþúsundastí 
partur úr tölunnar einingu ; og er það pösitifur skakki = 0,00005. 

— ^ merkir negatifan skakka, sem í hæsta lagi getur verið p 

Át 

hálfar eioingar hins 4<^a decimah. Báðir skakkarnir eru reikn- 
aðír frá tðlnm reikníngsins, sem dæmast á, og þess vegna frá 
hans summu, sem hér er 2,2620, í samlagníngunni A. Hér er 

p = 4 ; þess vegna ^.— = — 2.rL = — 0,0002. 
^ ' *^ ^ 2 10» 10* ' 

Svo er þá skakka- eða óvissusvæðið á báðar síður frá 2,2620. 
m — p ,1 I , 

— ö~~= + "ö" • TKi~ "« 0,00005, þá efra óvissumark 2,26205 

— ^= — 2 . 7774 = — 0,0002, þá ne(&ra dvissomark 2,2618 
— + ' + 



m — p — ( — p) m ^ - 1 

^— ^ = -n'^^ ^i • Tn4^^ 0,00025 = mismtiniir = skakkasTæoi. 

f>etta reiknað frá neðsta takmarki óvissusvæðisins tíl hins efsta. 
Til að sjá skakka og óvissusvæðíð enn betur, er hér við hliðina 
sett samlagning með nákvæmari brotum B. Ðrðgum vér nú brot- 
in í A frá brotunum í D, fást skakkarnír: 

+ 0,000033 < Y • li"* "^ ^'^ • Í3^ = 0,00005 

— 0,000033 < — i'^A=^ — 0,h.^==^ — 0,00005 

— 0,000024 < _ i. . jL = _ 0,5 . ji; = - 0,00005 

— 0,000043 < - i- . I5 = - 0,5 . j^ = - 0,00005 

— 0,000029 < — i- . jL = _ 0,5 . ji-, = — 0,00005. 
Hér hefir minna merkið < (23) eínungis tiUit tii ialnanna, en 
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ekki til + og — merkjanna; þvfannars vœri t. d. — 0,000033 
> — 0,5, samber (35). 

Hinu nákvœma broti 0,5 er hér slept, þar það beQr ails eng- 
an skakka. 

þegar summa hinna negatifu skakka = — 0,000129 <; — 
0,0002 er dregin Mhinum positifa skakka 0,000033 < 0,00005, 
þannig : 

+ 0,000033 < 0,5 . ~i == 0,00005 

— 0,000129 < — 2,0 . :— = — 0,00020 

+ + + 

0,000162 < 2,5 . i = 0,00025. 

þar < heflr einungis tillit til talnanna, þá gildir hér ekkí 
(42, 3). Hér er þá skakka eða óvissusvœðið reiknað frd hinu 
neðsta takmarki þess til hins efsta, og sést þar af, að hið veru- 
lega eða sanna skakkasvœði er minna en óvissusvæðíð, þvf 

óvissusvæðið er 0,00025 = !^ . i— = A . ^ 



2 ' 10" 2 ' 10* 

skakkasvæðið er 0,000162 = 
mismunur þeirra 0,000088. 

196. SeaIIirskakkarnir(195) samanlagðir, nefnilega T^ . 
upp á við, og — I niður á við, í staðinn fyrir að þar voru 

10 

skakkarnir frádregnir; þá kemur summa ailra skakkanna eða 

skakki summunnar þannig: 
m — p 1 



2 • lO'^ 

-P J_ 
2 • lo^ 



summa positifu skakkanna. 
summa negatifu skakkanna. 



m — 2p 1 ím ,1 1 II,.. 

— íT-^ • ~\-7i — P)' = skakki summunnar. 

2 10" V 2 ^' 10» 

Hér eyða hinir negatifu skakkarnir binum positifu eða þessir 

hinum. þó er hér við aðgætanda, að allír skakkarnir eru látnir 

vera = y • — - , en það eru þeir sjaldoasl. |>e8si formula segir 

því skakka summunnar optast of slóran á annanhvorn veginn, ef 
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þessum lí8 má sleppa, þvf bann er kominn í summnna 

og felst í henní eptír reglunni að hækka selnasta stafinn. Skakkl 
sumraunnar verður þvf = ^r • j eins og skakkasvæðið 

tekið á negatifa veginn. Með sama hætti verður skakki summ- 

unnar positif, þegar allir skakkarnir eru positifir og þáerskakk- 

Tn 1 
inn = — . . það má þvf kalla, að skakkinn leiki mílli + 

2 10'» 

-jr- . og íT . j og svæðið þar á.milli má heitaleikrúm 

2 lo^ 2 10^» ' *^ 

skakkans eða leíkvöllur hans (á dðnsku: Spillerummet for Fei- 
len), og þetla leikrúm skakkans er þá = — -^ því 

m 1 

y • lO" 

— m 1 

+ 



1 m 

m 



En þetta heBr f hvert sinn ekki stað, nema ef menn ekki vita 
Pf eða hvað mörg af brotunum eru negatif. Leikrúm þetta er 
þvf mögulegleiki skakkans, en aldrei hans sanna stærð, því þaö 
getur aldrei verið altsaman skakki, og engin stærð, sem hefir á- 
reiðanlegan útgangspunkt, getur skakkað í tvær áttir undir eins. 

198. £f brotin, sem eiga aðleggjast saman, eru ónákvæmi 
og hafa misjafnan stafafjölda, og það brot, sem heGr fæstarfdct- 
maJa, er ónákvæmt, þá er ekki til neins að taka fleiri decimala 
i hinum brotunum, sem hafa þá fleiri, og þó þau væri nákvæm, 
því eitt ónákvæmt tugabrot gjörir allan reikning með flelrum de- 
cimölum ónákvæman; t. a. m. ef eitt brot heflr einungfs þrjá 
decimala rétta, er ekki til neins að taka f hinum brotúnum fleirí. 

199. Sé tvö ónákværa tugabrot A og B, og skakkar þeirra 
a við A, og p við B, en það skyldi vera óvíst, hvort skakkamir 
ern positífir eða negatifir, þá táknast 
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tn 1 



2 . 10" 10' • 
Samber (194) um skakkasummuna , en helmingurina þar af 

er . En hér af leiðist aptur með því að margfalda með 

2 . 10° báðum megin við minna merkið 

^ 2. 10" 

10' • • 

Hér má stytta brotið hœgra megln með lO', þvf 10' gengur 

upp í 10°; kemur þá 

m < 2 . 10°-^ 
Sé nú 

n — r = 1, þá er m < 20 

n — r = 2, þá er m < 200 

n — r = 3, þá er m < 2000 o. s. frv. 

Hðr er bókstafurinn m notaður nokkuð öðruvfsi en í fyrri að- 

ferðinni. I>ar merkti m hinn hálfa fjölda brotanna; bér er m 

hinn heili Qöldi þeirra. 

201. Skuli Bubtrahera ónákvæmt tugabrot frá öðru óná- 
kvœmu, og þau skyldi skakka framundir ; þá liggur skakki 

mismunarins milli H -, því 

— 10° 

A + a 
^ + P 



A — -B + a — p. 
Skakki mismunarins verður mismunur skakka minkanda og frá- 

draga. En a og ^ eru < ; þess vegna verður mismonar 

þeirra einnig minni og hvað meíra er, minni en hin stsrri af 
tölunum a og ^, eptir lögum frádragningar f tðlum, því þar er 
minuendus stœrstur (25,2). En a — ^ verður positift eða nega^ 
tift, eptir því hvort a > ^ eða p > a. f^ess vegna liggur skakki 

mismunarins milll + . 

10° 
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A + OL 

n + p 



A— J? + a — p. 
En> f frádragnÍDgunni a — ^ er bæði minkandi og frádragi <C 

- . : þess vegna þeirra mismunur einnig <C — . (25,21, 

2 10° 2 10" 

það er a — 6 •< - . . Nú er talan a — B positif eða 

^ ^2 10" 



negatif, eptir því hvort a > P cða p > a; sé a — P positif, 
þá liggur sú tala milli og — . ; sé hún negatif, þá ligg- 

ur hún milii og . . tess vegna h'ggur skakkinn 

2 10" 

milli 4- TT • 



— 2 10" 

4. Sé skakkinn negatifur bæði ( minuendus og subtrahendus^ 
þá er skakki mismuparins eins og í þriðja tilfelli, því 

A — a 
B -^ P 

- + 

A-^B— OL + ^^A — B — {a — ^). 

{>að, sem eptir er af sönnuninni, er öldungis eins og i þriðja 

tilfellí. 

203. Að ákvarða skakkatakmark framkvæmis af ónákvæmum 
tugabrotum margfölduðum saman, þegar menn vita takmörk fyrir 
skakka gjörandanna. 

I>etta má gjöra með þessum hmtti: 

A + OL 

g + p 

AB + Boi + ^p +■ ap. 
Skakki framkvæmisins er þá: . 

Aí^ + BoL + ap. * 
Sé báðir skakkarnir negatifir^ má, ef vill, hafa forskriptina 

svona: 

. • . ,, — Ap. — BoL + ap-. 

Sé skakkinn í margfaldanda negatifur, getur hún v^rið svona; 
Aí^ -^ BoL — ap. ' 
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Frekari styttiÐgar og hagrffiði má gjöra sér, þegar bókstaílmir 
eru orðnír að ákvörðuðum tölum. 
Ðœmi: Sé tölurnar, sem eiga að margfaldast saman, þessar: 
A = 0,021923 
B = 1426,32145, 
þá sjáum vér, að A er ge&ð i milliónustu pðrtum eða með 6 

decimölum. Skakkans takmark er þvf jttö- • B er gefið með 5 
decimölum. Skakkans takmark þar er því j^. fá er: 



10» •' ^ 10«^ 
Nú förum vér að taka bókstafina, sém reikningsforskriptín fyrir 
f krefnr. t>á er ajQ biiln fyrsti merkjandi staftir f A, og er 
hann 2 f brotinu (þvi þar má einnig taka hann, «f iieila talan 
er 0). I»étta eru hundruðustu partamir; dg exponehtinn við 10 
þar er = — 2, svo m == — 2. Stafurínn 6^1 -B er = I, 
sem er þúsundastafurinn, og er hann hinn þriðji frá eininga- 
stafnum. Exponentinn við 10 þar er þvf + S, svo að n = + S 
(hann er positifur, þar hann er f heilu tölunni). Bókstafurínn p 
er 6, sem er hinn áðurfundni exponent tölunnar 10 f a, og ^ 
= 5 sömuleiðis f ^. t>á verður eptir forskriptinni : 

f ^ ^ + ^ j^ 1 + 1 _ A. o, J- 

' ^ 10'*-(-*) ^ 108-8 ~ lO^ '^ 10*' 

3 2 

H5r má nú ;ýmislega aðfara, t. a. m. gjöra brotin.*-^ og -r^ 

samnefnd og leggja svo saman. Samnefnd verða þau með þvd 

2 
að margfalda -rp f teljara og nefhara með 10*. Brotin verða 

,, 3 , 2.10* 3 , 2.10000 20003 . lOOOOa 



lO^ • lO^ lO^ ' lO^ . 10' ^ lO^ 

10« 1 



lO' lO^' 

2 
I>etta má eínnig gjöra þannig : I>ar brotið -r^ hefir margfalt 

minna nefnara en hitt brotið, þá er það einnig margsinnis stœrra, 

þar ekki er mikill munur á téljurum þeirra. f>ar má þvf sleppa 
3 ^ 

YöT-, en halda einungis -—, og setja 10, sem er næsta tuga- 
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undir multipHeandus, að eiDingastafur miiltiplieaton setjlst andir 
þúsundustu partana í multiplicandus, og siðan hvert partialproduct 
(sðrframkvœmi) er byrjað með þvf, að margfalda méð bverjum staf 
í margfalda þann staf í margfaldanda, sem upp yflr bonum stendnr, 
þá er hver seinasti stafur ísérframkvæmunum þúsundustu partar, 
og eiga þvf að skrifast hver niður undan öðrum. 
f dæminu (203) var 

A = 0,021923 a < -— 

B = 1426,32Í45 P < -^. 
í þessu dæmi var f (203) skakkatakmark framkvœmisins fundið 
að vera -^; það er þvf ekki að hugsa til að fá framkværoið ná- 

kvæmara en f bundruðstu pörtum. Hér tökum vér A fyrir múltp' 
plicator, en B fyrir rnúltiplicanduB, Til að sjá, bvað stafimir 
heita f multiplicator, eptir hinni almennu nafnagipt (203), se^- 
um vér hana hér: 

A = 0, 02 Í923 = 0, 021923 

tP eP t? tP Í^ Í^ ? P .*^ P .^ .^ 

M bð CO l^ 

I>vf m táknar fjarlægð hins fyrsta merkjanda stafs frá einingastaf, 
og er hún hér = — 2 ; svo m = — 2. 

I>ar enginn merkjandi stafur er fyrr en bundruðustn partamir 
i þessari tölu, þá eru þeir látnir beita a^Q. Með Ifkum bætti 
verður í multipUcandus : 

-B=142 6, 32145 = 142 6, 3 2 14 5 

illlllll iicLiJ, 

f>egar nú muUipUcator A skal skrifast ðfugur undir muUiþU' 
eandus, þá er aðgæzluvert, að vita, bvar a^^ skal skrifast undir 
multiplicandus ; þá gefur reikningsmeistari Ougtbtreð þá reglu: 
fyrst að telja af brotinu f multipUcandus svo marga tugabrots- 
stafi, sem skakkatakmarkið f (203) ákveður, eða færri deeimala, 
ef manni nægist með minna; þar næst hugleiða, hvort þver- 
summa þeirra töluslaía, er notaðir verða af multipUeator, (vér 
köliumbana s), erminni en 10, ellegar < 100, ellegar<1000, 
og ef það er, þá undir eins allur multipHeator, þá að reikna 
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5 = 1 4 2 fi,3 2 I 4 5 X = e + V ^Á 

A 32912>« " öfugt. m = — 2 

2 8,5264.... 1426,32] |! a? + wi = 2; 

1,4 2 6 3 .... í 4 2 6,3 ( S: «m sezt þvf undir 



1,2834.... 1426 / §í ft-a. 
284.... 142 
42.... 14 




3 1,2 6 8 7. 
SkakkK— =— ^=17 



3 1,2 7 4. fá er 31,2704 >AB> 31,2687; AB 
= 31,27. 

Hér margfaldast þá saman fyrst margfaldaliður og margfald- 

andaliðar : 

0^,10^ X 6-(x+m) . 10-(^+°^> 
= öm I0°^X6_(^j = «m ^~(i+m).lQ°^ 

IQX+m 10^+°* 

= ^m ^-(x+m) 
lO^ 

fað er J dœminu "^^ ~^ 

2 .2 ^ £ 
lO^ 10*' 

£n bér kemur nýr skakki í productiö af skakkanum vi5 hinn 
notaða hluta af B, sem f dæminu er 1426,32 (því þar er ekki 
margfaldað, það sem eptir kemur hægra megin, með stafnuq 

í multiplicator A, sem er aJ\, Skakkinn í 5er Po < — -T~ 

10*+""' 

[i dœminu < Yp = j^ nefnilega skakkinnvið 1426,32;] oghann 

0,^10"* 
margfaldast með margfaldaliðnum ^^10™; kemur j — = 

10^+°^ 

— ^. [í dæminu = ^^ == T?r^|. (tetta framkvæma aörir 
lO^ lO^ lO^J '^ 

reikniDgsmeistarar með þv( að geyma tugastafl f productum 

margföldunar næsta stafs hægra megin). Síðan er haldið áfram 

með þetta partialproduct eptir venjulegum hætti. Næsta parti- 
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10^+n • 10-'^ lO'' 

t>etta er i dœminu 

10* ~ 10* "" 10* • 
En þessi margföldun hefir ekki stað ( þessu dœmi, þar a_^ 
er ekki til nema 0, og þar upp undan slendur 1 = 6^ = 63^ 
sem þetta núll á að margfaldast með. Samt á þar aö vera' 

margfaldanda skakki, sem er < ; =■ . ^ ^ = -— r 

B ' 10^+™"^. IQ4-2-6 iQ'á 

= 1 . 1000. Margfaldaliðurinn, sem þessi margfaldandaskakki á 

» r,^ . X , 1 1.0 

að margfaldast með, er — ^; kemur j^j^ . Yö''"^ To*" ~ lÖ-* 

= 0, svo að sérframkvæmisskakkinn er bér = 0. 

Tii þesB að sjá, hvernig þvorsumman s fer að myndast úr 
þessum skakkareikníngí, setjum vér alla skakkana hðr: 

• 63 6j bt bo 5—1 6—2 ) marg- 

b 1 4 2 6, 3 2 jfaldandi. 

t Ps P4 p3 Pa Pi Po 

11 11 11 



lO^+m-s io^+«n-* lO^+''-^ io*+"»-2 10*+"»-* 10*+"'[ marg- 

1 1 _1 _1 _1 1 >fatdanda 

* ~TÖ^» ÍÖ^^ 10—* 10« 1Ö*~ 10" (skakkar. 

f 1.1000 1.100 1.10 + -^^ 

3 2 9 12 



h 



marg- 
3 2 9 12 Jfaldalið- 



10' 10« 10» 10* 10» 10« ] ir. 

1.0 1.3 1.2 1.9 1.1 1.2 



j 0—8+7 10-2+8 10—1+« 100+4 101+í 10«+" í sérfram- 

1.0 1.3 1.2 1.9 1.1 1.2 lÍSÍ 

* 10* 10* . 10* 10* 10* 10* ) 

t 3+2+9+1 + 2 þversumma 

Hér er í línunni a margfaldanda staflrnir raeð þeirra indexum. 
í Hnuuni b tölustaGrnír sjálOr úr dæmlnu; þó eru þrír scinustu 
þelrra eplir skildir, til að spara rúmið, þar þeir eru ekki notaðir. 
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vinstra megin. Sé þar á mót 10<« + 6n+ * < 100, þá 
eiga varúðarstaflrÐir að vera tveir. Skal þá fœra sig með byrjon 
stafatalningarínnar undlr þenna annan varúðarstaf, og sjá svo, 
hvort muUiplicator enn þá nær aptur undan mulHplieQndtíB. Náí 
hann það ekki, þá gildir þversumman s einsðmui sem skakki, en 
ekki « + 6n + 1, og ræður hún því, eins og áður, hvort var- 
úðarstaflrnir skuli vera eínn eða tveir. Yflr böfuð: þegar ein- 
ingastafur multipUcaton er kominn á réttan stað, og muZf (pZt- 
cator þá nær aptur undan muUiplicandus vinstra megin, þá 
ræður s + 6^ + 1, en ekki s einungis. Ellegar $ ríkir undir 
muUiplicandus, en 8 + 6^ + 1 fyrir utan hann. það er einníg 
sem optast bægt að sjá það á muUipUcator, bvort varúðarstaf- 
irnir eíga að vera einn eða tveir. 

206. Sá hluti af muUipUcator, sem út undan stendor fnti^ 
tipUcandus, er 

ellegar 

0-(x4.D+3) ö-(x+n+2) 0-(x+n+l) 

' * ■ I ' ' t ■■|— •— ^^— ^— — — — ^ 

j QX +n+3 I Qx +n+2 j qx +"+1 

Hann getur ekki margfaldazt með neinum staf í margfaldanda, 
af því þar standa engír stafir upp undan. Partialproduciin verða 
þar þvf = 0. £n alt fyrír það hafa þau þd nokkurs konar skakka, 
og sá skakki ákvarðast eins og aðrir sérframkvæmaskakkar, nl. 
Margfaldandaskakki x margfaldaliður. 

Margfaldandaskakkinn verður hér aliur margfaldandi, og er bann 
gjörður einfaldari, og aukinn meðþvi að aukahans fyrstamerkj- 
anda staf ft^ um 1, þar af kemur 6^ + 1 ; en 1 staðinn fyrir 
hina stafina setjast núll. I>etta gjöríst með því að skrifa 10*^ 
þar aptan við, svo verði (6^ + 1) 10", eins og gjört var (206) í 
formulunni fyrir f; er þá auðsætt, að 

^ < f^n + 1) 10") 

sem er margfaldandaskakkinn. í staðínn fyrírmargfaldaliö kemur 
allur sá bluti af muUipUcator, sem út undan stendur margfald- 
anda vinstra megin. Er bann þá gjörður einfaldari meö þvf að 



• • • • 



\ 
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§ 

og þar « + ftn + 1 = 2í > ÍO en < 100, þá er Þa6rfctt,a5 
varúðarstanrnir sé tvcir. t>egar búið er þannig að skrffa mviUi'- 
plicator rétt undir multipHcandus , þá stendur eitt sælí f þessu 
dæmí autt liægra megin í margfaldanda upp yQr 1 { muUiplicator, 
I>elta og þvílík auð sæti bægra megin má fylla með núllum. Síðan 
má kveða þanníg að orði: 1 sinni er 0, sem skrifast undír, 

þar sem memi ætla tu stéttínni að vera f sérframkvæmun- 

lO^ 

um. I>ar næst: 1 sinni 3 eru 3, skrifa 3. 1 sínní 2 eru 2 o. 
8. frv., unz komið er alt scrframkvæmið 21,9230. Síðan er 
roargfaldað með 4 í il^ og sagt: 4 sinnum 3 er 12, skrifast 2 
í hið annað sérframkvæmi, ekkl undir 4, heldur nœst bægri í 

stéttar rððina, 1 er geymdur; þá 4 sinnum 2 er 8, og 1 

geymdur er 9, er skrifast í annað sérframkvæmið, og svo er á- 
frambaldið með það, unz það er alt komið, nefnilega 8,7692. 
Síðan tak 2 (þriðja staf f multiplicator), og seg: 2svar 2 (þar 

fyrir ofan) er4, skrifast í stéttar röðina næst bægri bendi. 

I>anníg er alt af áframbaldið að byrja með að margfalda með 
hverjum margfaldarastaf, þann staf í margfaldanda, sem upp yfir 
honum stendur. Og er þetta binn bezti kostur við þessa aðferð 
að umsnúa muUipHcator, að mcnn vita, hvar byrja skal að marg- 
falda f muUipUcandus. 

{>annig er áframbaldið, unz öU sðrframkvæmin eru fengln. 
llíð scinasta þeirra er 4 = 2 . 2 = o— a . 10—^ 

Loksins eru öU sérframkvæmin lögð saman; kemur alfram- 
kvæmið 31,2687. Ekki er nauðsynlcgt að leggja þar við 21, þvf 
það er raunar ekki skakkinn sjálfur, beldur skakkasvæði; menn 
lála ser nægja að burtvarpa varúðarstöfunum 87, en bæta 1 við 
iirciðaulogu stanna 26, cða réttara sagt, við þá tvo staQ, er menn 
^>tla síív að balda, og þá ætla menn tíl, að 27 verði áreiðanlegir 
títallr, svo að verði 

AB = 31,27 
^ 31,2687 < AD < 31,2708. 



\ 
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208. Nú Tiljum vér taka til dœmis tvö af brotanum;{(194), 
nefnilega . 

B = 0,1904 P<í^ 

A = 0,1428 a * 



10« 



Nú er eptir (203) 



' 101-™ lOP-" 

ajn=í; *n=l 1»=4 5=4, »n = — 1, n = — 1. 

. ^ t +* . L+i =-24--?=_*^10_ 1 
' ^ io«+i 10*+» 10" "*" 10» 10» "^ 10» ~ ÍÖ« 

þá c = 4 « = 15 t> = 2 a; = 4. 
B = 0,1904.-. . 
A 82410 ðfugt 

19040 
7616 

380 

152 



027188 
Skakkasvœðí 1 5 



0,027 2|03. 
Alframkvœmiö = 0,0272. 
Nú var 1 (194) 

0,1904 = j-V 0« 0»í^28 = \. 
þá ilB = 5^ X f = tIt. 

147) 4,00 (0,0272108 
294 
1060 
1029 



310 
294 



160 
Í47 



1300 
1176 



jþessi samanburöur sýnír, að þeir 4 tngabrotsstaflr í alfram- 
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kvæmína era réttir, sem skakkamarkið f < j^^ lofaðl^ og sem 
biQ stytta margföldun eptir Ouffthtreðs máta af sér gaf. 

« 

209. Nii víljum vér skoða eldri aðferö við hina stytlu marg- 
földuQ ; þar er ekki viðsnúíð multiplicator, og kana vera möQQ- 
um þyki það stundum viðkunnanlegra að snúa honum ekki við| 
þar hann af þessum viðsnúningi fær nokkurs konar ókennilegt 
útlit. f>essa aðferð kenna þeir prófessor Ursin og Fallesen. Yér 
tðkum tii þess dæmið (207). 



.... 



1426,32146 
0,021923 

28,5264290 

1,4263215 

1,2836893 

285264 

42790 

31,2692452. 
Hér er fyrst margfaldað með fyrsta merkjanda staf margfalda 
2, og þar með er margfaldaður allur muUiplicandus (eða að eins 
meiri hluti hans, ef viil, með því að skilja eplir «itthvað af hon- 
um hægra megín). Hér tökum vér hann allan. t>egar búið er 
að margfalda með 2, er settur punktur yQr 5, til að mínna sig 
á, að margfalda ekki 5 með næsta staf nema til að fá geymdaa 
tugastaf þaðan. því næst er margfaldað með næsta staf marg- 
falda 1, og sagt: 1 sinni 5 er 5, ogaf því 5 er fremur s'tórslaf- 
ur, má álíta hann sem 1 tugur væri, og geyma 1. Síðan segja: 
1 sinni 4 er 4, og 1 geymdur er 5. þessir 5 skrifast undir 
f fyrsla sérframkvæmi. Síðan margfaldast það, sem eptir er af 
multiplicandus, með 1, og sezt punktur yfir 4. Síðan er farið 
að margfalda með 1, og sezt punktur yfír 4. Síðan cr farið 
aðmargfalda með 9, og sagt: 9 sinnum 4 er 36, það iájtamenn 
heita 40 (af því 6 er stór stafur) og geyma 4. Segja svo: 9 
sinnum 1 er 9 og 4 geymdir er 13; skrifa 3 f sérframkvæmið 
hægra megin, og halda svo áfrara með það eptir venjulegum 
hætti, og setja punkt yfir 1. Síðan taka 2 í mulliplicator og 
segja: 2svar 1 gefur ekkert geymt; 2svar 2 er4, skrifast 4 næst 
hægri í sérframkvæmið, o. s. frv. Sezt punktur yfir 2. Seinast 
tökum vér 3 í multipUeator, og segjum:^ 3svar 2 er 6; það er 
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nér má skoða M = 9,80896 sem (0^ + 1)10"*, þegar m = 
0, Onj = 9, og þd verður 9,80896 < 10, og md selja 10 fyrir 
það i farmulunni. Eins má fara með N = 9,8696044, og má 
kalla það (&n + 1)10'* ^g \erður það elnDig 10. I>að er og 
bersýnílegt, að báðar tðlurnar eru nœrri 10. þá verður: 
2ÍI0 lO^ /10 ip^ 

^Vio^ ^ loy _ ^vio^ ^ loy _ ^ fío + lo^ ^ _ 

102 .U ~ 10« ~ ^V 10* / "" 

lO^ 1 11 

^Tó^ "" ^ • Tö«' ^^"^ ^'^^""* * "™**" Tö** ^* Tð«' ^*^ d«"íög. 

In getur verið nákvœm með 5 tugabrotsstöfum. Hér mátU kasta 
burt Yciré ' samburði við 10*; einnig 10 móts við lO^ 

þetta má einníg skoða þannig: M og N mi láta vera 10, 
eins og áður er sagt, þar hvort fyrir sig er svo nálœgt þvf. ^á 
verður : 



0,000101 
ÍP = 100) 0.000202"^ ^ 
0,00000202. 

f>eUa 0,00000202 er meira en r^, og minDa en ^75, eins og 
áður er fundið. 

2«% dœmi: M = 10,926954 a < 4. 

lO' 

N = 0,3547808 P < 7^7 

^= " !n«Erfelt 11.^ = ^ 0.4 . -1 = 2.1. _ J 
JT = 0,4 J lO^ 10» ' 10« 10« 10» 

báíl^J_15 9 15_30_3.10 3 

*' 10» "^ 10» lo'* ^* • 10' ~ 10» ÍÖ^ = ÍÖ» 

bá — • (0 4>« ? . Ift — ^ . ^^ 3 ^10« 

Pa J06 . (0,4) _ j^, . 0,16 = iö« = ÍÖ« = IÖ« ^ Í6 

_3 

10*. 16" 
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í lagi ■:z7-——a og -^ — T— F") Þ4 cr það langtum fyrirhafnar- 

iV — p iV -j- p 

meira. I>ó viljum vér skoða það bér. I>á er 

M + a ^ 10,926 9545 M — a ^ 10,9269535 
N — í^ 0,35478075. N + ^ ~ 0,35478085. 

Híð fyrra brot : 

0,35478075) 10,92695450 (30,799175 

10,6434225 
283532000 
248346525 



351854750 
319302675 
325520750 
319302675 
62180750 
35 478075 
267026750 
248346525 
186802250 
177390375 
9411875. 
Híð sfðara brot: 
0,35478085) 10,92695350 (30,799163 

10 6434255 
283528000 
248346595 



351814050 
319302765 
325112850 
319302765 



58100850 
35478085 
226227650 
212868510 

133591400 

106434255 

27157145. 

f>egar binn siðari kvóti er dreginn frá binum fyrra 
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Í>á 122500000) 1443,00000 (0,000012, hcldur slór kvóti 

122500000 
218000000 
245000000 



— 27000000. 
Hér er kominn kvóti, sem að mestu leyti er sambljóða hinum 
rétta, af því tölurnar eru hér mjög h'tið aflagaðar. 

I>essa formulu fyrir skalikasvæði kvótans hefir professor Ramus 
framsett f sinni Elementcere Algebra. í næsta töiulið viljum vér 
skoða aðra, er Fallesen og Steen kenna í sínum lœrdómsbókum. 

212. I>egar ónákvœm tugabrot A og B skulu deilast, verð- 
ur skakkinn: 

f = A_-i.±^= AiB±^) — Ð(A±a) 
J? B±^ B(B±Í^) 

Sé brotin gjörð samnefnd, og bið siðara dregið frá binu fyrra, 
J)á er eptir efri merkjunum : 

1 ^ B^ + J?^' 

Sé nú f þessu a negatift = — a (o : dividendus of stór), og 

P negatift, = — P' (o : divisor einnig of stór), kemur 

^ ^ A^' + BoL 

' ^ B^ — B^' ' 

Sé nú f oJialformulunni tekið f teljaranum efra merkið, o: 

dividendus of lítill, og f ,divisor neðra merkið, o : divisor of 

stór, kemur: 

u43 + Ba 



B{B - P) 

|>á verður skakkinn mestur, því teljarinn f þessu broti, er á- 
kvarðar skakkann, stækkar við það, og þess vegna skakkinn. 
I>ar á ofan minkar nefnarinn skakkabrotsins, og skakkinn stækkar 
cinnig við það. 

f>egar a^ er látið merkja hinn fyrsta merkjanda staf f Á, og 
sömuleiðis 6^ hinn fyrsta merkjanda staf f B, eins og f (203), 
þá má setja 

A < Ki+ 1) . lO^; b^. m < B < (b^ + 1) . lO^ 

a<~, p <— . 

lop m 

I>á fœr skakka/*(?r/wwZan þetta útlit : 
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Ðæmi upp á n = d 4- 1 • 
6879459 

69786. 
Hér er c2 = 2, og fyrsti stafur deilis 5 veröur bafðar. { fyrsta 
stafdeilanda 6, svo fyrsti sérdeilandi veröur 68794; en við þriðju 
deilingu verður búið að vinna upp allan dividendus, þannig : 
59786) 6879459 (115 
59786.. 
90085 

59786 I^®*^^ ^^^^^ ^^' ^*^' 
302999 
298930 



4069. 

{>etta má stuttlega sjá svo: 

6879459 

59786.. 

1,2,3 

Svo n = d + 1 = 2 + 1 = 3. 

Dœmi upp á n = dí er þetta: 

659786510127 

735406. 
Hér er d=6, og fyrsti stafur deilis 7 verður ekki . bafður í 

fyrsta staf deilanda 6, það verður þvf að hafa 7 i 66| og m& 
skoða þetta svo: 

659786510127 

73 5406 Taknaeg(«?). 

1,2,3,4,5,6. 
Og eptir 6 deilíngar verður búið að vinna upp dividendm, svo 
n=d==6. 

214. Hin stytta deiling við heilar tðlur með einnar einíngar 
nákvæmni. 

Tölustafanna fjöidi í kvótanum ákvarðast fyrst; hann skal 
heita y. Yinstra megin í divisor markast með eínhverju 
merkl, svo sem stryki fyrir ofan, einn eða fleiri slafir, svo margir, 
að tala sú, sem þeir tákna, sé jöfn eða meiri en 2y. 0,9. Sö 
nú fjöldi þeirra stafa, sem á eptirkoma ídivisovy mlnni en y — 1, 
eða jöfn þ\í, þá byrjar ekki hin slylta margföldun strax; heldur 
deilíst eptir venjulegum hætli, unz hinir vantandi kvótastafir y 
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73540(6)) 65978651(0127) (897173 
5883248. 
7146171 
6618654 



527517 fyrsti dividendus^ en 73540 tyrsil diviaor. 
514784 

12733 annar dividendus, en 7354 annar diviior. 
7354 

5379 Þriðjí dividendus, en 735 þriðji divisar. 
5147 

232 seinasti dividendus, en 73 seinasti divisar. 
220 
735406 > 120127. 
Nú reynum vér, hvort þetta y = 6 getur verið y; eptir for- 
skriptinni 2y . 0,9 = 12 . 0,9 = 10,8. En 7, sem er fyrsti 
stafur deilis, er < 10,8; þá verður að taka 2 fyrstu stafl deilis 
73, og á svo að setja strykið yíir þá tvo stafi, en þó ekkí strax; 
því nú verður einníg að gæta stafaíjöldans, sem eptir er f divi- 
8or, sem er 4, en y — 1 er 5. {>á á ekki hin stytta deiling 
að byrja strax, heldur á að deila eptír venjuiegum hœtti. Evóta- 
stafurinn er 8, og með honum roargfaldast allur divisor og dregst 
frá dividendus, eíns og venjulegt er; og næsti stafur deilanda 
færist ofan til leifarinnar. Nú eru þá eptir 5 stafir ófengnir í 
kvótann. I>essa 5 setja menn nú í forskríptina 2y . 0,9 ; verður 
9,0, sem er meira en fyrsti stafur deilis, en strykið á að afmarka 
svo marga stafi, að talan, sem þeir tákna, sé > iy . 0,9. Hér 
verður því, eins og áður, að afmarka 73. Nú þar 5 (0: hiniró- 
fengnu stafir kvótans) eru fleiri en 4 (o: ómarkaðir stafir divisors), 
en þessir eiga að vera fieirí en ^' — 1 , ef stytta deilingin á að 
byrja, þá á enn að viðhafa óstytta deilingu ; því hðr eru tðlumar 
að eins jafnar, nelnilega 4 == 5 — 1. Vér deilum þá meö öll- 
um divisor 735406, töluuni 7146171 og fáum kvótastaf 9. Yér 
margföldum með honum, drögum frá sérdeilanda og fáumlelfina 
527517 cptir venjulegum hætti. Hafa má reikningsforskrlpt til 
að sjá í hvert skipti, hvort nema skal af deili eða ei. Setjum, 
að tala hinna eptirverandi stafa af deili sé = e, og hinna vant- 
andí stafa kvótans = v, þá ef: 

e ^ t; — 1 •••• a, 
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af divisor. I>eir eru þess vegna skornir aptan af dividendutí 
I>eir flytjast nú ofan til hinna seinustu leifa 12, kemur 120127. 
Loksins er aögætt, hvort hinn upphafíegi divisor er meiri eða 
minni en þessi tala, og þar hann er meirí, þá bœtist hér ekki 
1 við kvótann, svo hann verður 897 17 3- 

216. Tii samanburðar við framanskrifað dæmi setjum vðr 
það hið sama hér útreiknað með óstyttri deilingu, og afmörkum 
með standandi strykum þann hluta dæmisins, er hin stytta deil- 
ing afnemur. 

4 3 2 1 X1X2TSX4 

73540(6)) 65978651|0127 (897173 
5883248 • 

7146171 

6618654 



7*. 6 — 42 


Iti dividendus 

Xi d = 
Ilar dividendus 
X2 d — 

Illji dividendus 
x^ d 

Vfti dividendus 

0^4 d 


527517 
514784 


0... 
«£ • • • 




X2 di 

1 .0 — 


12732 
73541 


81.. 
06.. 


íbo . 6 = 600 


X3 ða 

7 . 4 — 28 


5378' 
5147 < 


7 52. 

8 42. 


70.06 — 420 


X4 ^3 

3.5—15 


230" 
2201 


9 107 
5218 


3*. 406— 1218 



10i2|889. 

Allur sá hluti frádraganna, sem er vinstra megin við stand- 

strykin, er sameiginlegur hinni óstyttu og styttu deilingu. ^eir 

hlutar frádraganna, sem hægra megin eru við vinstra slandstryk- 

ið, eru í hinni óslyttu deilingu. Minuendarnir báðum megin 

við standstrykin, eða alveg þvert yBrum, heyra til hinni óstyttu 

deilíngu. þessir eiga að berast saman við minuendana í (215) 

í hinni styttu deilingu. Kvótastaflrnir í hinni styttu deilingu tákn- 

ast hérí(216) með a?!, x^^ íí?3} ogar^, og má þelta eptir indexun' 

i«mlesa: kvótastafur hinnar fyrstu styttu deilingar, annarar,þridjn 

og fjórðu. Upp yfir divisor stánda og tölur, sem vísa á ein- 

ingastafl hins fyrsta, annars, þriðja og fjórða divisors. Ná marg- 

faldast hver divisor með tilsvaranda kvótastaf, eins og deilingar- 

innar lög gjöra ráð fyrir, og þegar einingastafir þessara divisora 

skulu eptir því margfaldast, þá er það hér táknað vinstra megin, 

t. d. X, 

7 . 6 = 42. 
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eða 6 með tveímur punktum, er gilda fyrir núll; elns er 42.= 
420, og 218, sem eru einingar. f^essi 218 skyldu annars vera 
1218, en þúsundastafurinn 1 er hlaupinn fram fyrir sfðarastand- 
strykið, og kominn sem geymd tala saman við 5, er annars standa 
skyldi milli standstrykanna. 

Nú er að hugleiða, hvaðúrþessum undanfeldu frádrögum get- 
nr mikið orðið í mesta lagi, til að skekkja rétta deilingu. Tök- 
um þá fyrst undanfeldu frádragana milli standstrykanna, og setj- 
um, að hver þeirra væri 9, eins og f mesta lagi orðið getur, þá 
vœri þeir til samans 9 . y eða hér 9.4; en þessir staBr milli 
standstrykanna eru hér þúsundastaÐr, svo summa þeirra verður 

9.y'. 1000, 
eptir þvf sem f mesta lagi getur orðið. Sð nú þetta saman borið 
við nœstu hærri eingastétt vinstra megín við vinstra standstrykið, 
sem er einingastétt hins fyrsta dividendusar, þá vcrða allir hinir 
áðurnefndu 9 að ^cf pðrtum úr einingu þar gildandi einíngastéttar, 
eða f tugabrotum = 0, 9 úr henni. Af þessu kemur þá 

0, 9. y. 10000, 
Sem er hin mesta summa hinna undanfeldu frádrátta mílll stand- 
strykanna. Hér við bætast hinir undanfeldu frádragar hœgra meg- 
in við hægra standstrykið. f>eir eru allir minni en 9 einingar, 
þœr sem eru milli standstrykanna^ Af þeim geta nefnilega komið 
geymdar einingar inn á milii stanastrykanna, t. a. m. Í produet" 
inu 3.406 = 1218, eins og hér þúsundastafurinn 1. En U 
myndum oss nú, að kvótastafurinn x^ hefði verið 9, og hundr- 
aðastafurlnn f deili einnig 9, þá hefði productið orðlð 9.9 = 
81, og ef þar að auki hefði 9 geymdir verið, þá hefði sú tala 
orðið 90, og tugastafurinn 9 hefði þá kbmizt fram á milli stand- 
strykanna. þetta bætist þá við hina áðursögðu summu, og er 
það nærri eins mikið og hún var. (þó eru raunar tölumar einni 
fœrri). Summan verður þvf undir það að vera 2y . 0,9 . 10000. 

í reglunum (214) stendur: Af dividendus burtskerast bægra 
megin eins margir staflr, sem hinn upphaflegi divisor hafði eptir 
hina merktu stafí, og það, sem þá er eptir af dividendus, mynd- 
ar hinn fyrsta dividendus. Hér af leiðir, að einingin i hinum 
sfðara eða sfðasta merkta staf f divisor er hin sama, sem í sein- 
asta staf hins fyrsta dividendusar. t>egar þvf hin merkta tala ( 
divisor á að vera stærri en 2y , 0,9^ þá er þar me^ ætlazt til, 
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jafna eða meiri en 2t/' . 0,9 = 2 . 4 . 0,9 == 7,2; svo 
hún varð að hafa 1 staf íleiri en stafinn 7; hún varð 
því að vefa 73, það er eptír gildi einingarinnar 730000; 
en summa hinna undanfeldu frádraga = 17238 hefir Htið 
að segja móti 730000 og enn minna móti deili sjálfum 
735406; og til þess er leikurinn gjörður, að hinir und^ 
anfeldu frádrættir skuli vera minni en divisor, þvf ef summa 
undanfeldu frádraganna yrði stærri eða jöfn divisor, þá yrðikvót- 
inn skakkur um eina einíngu, þvert á móti því sem áskiiið var 
1 problemi voru. f>að er nefnilega tvent, sem hér getur skekt 
kvótann um 1; það er leifin og undanfeidu fradrættirnir, efann- 
aðhvort er slærra en divisor. 

Nú viljum vér reyna, hvernig færi, ef vér vikjum út af reglun- 
iim (þó það sé ekki eptirbreytnisvert), og merktum ekki nema 1 
staf í divisor, nefniiega 7. KvótastaOrnir í gjörvalla kvótanum, 
sem finnast áttu, voru y = 6, Seljum, að vér með óstyttri deil- 
ingu höfum fundið hinn fyrsta, svo vantandi stafirnir væri 5. f>á 
væri einnig eptirverandi stafirnir í deili 5 ; og þess vegna eplir 
formulunni ^ (215) e > v — I, 5 > 5 — 1=4. þá œtti 
að telja 4 stafi af divisor eptir hínn merkla og skera aptan af 
seinasta stafinn 6, eins og áður. Nú eigum vér að hafa 5 deil- 
ingar í hiniii styttu deilingu. f>ær5deilingar heimta 5 divisora,og 
af þeim divisorum er fyrsti stafur deilis efnið í hinn seinasta 
divisor, f>ess vegna verða hinir aðvera 4, og þeir allir 5 verða 
þá þessir: 

Iti 2ar 3jl 4^i 5ti 

73540 7354 735 73 7. 

Nú er 2y . 0,9 = 2.5. 0,9 = 9,0 = 9. sem er meira 
en merkti stafurinn 7 í divisor móti reglunni. Aptan við þessa 
9 skrifa eg 5 núll, eins og einingastétt hans benélr til, kemur 
900000. f>etta boðar, að hinir undanfeldu frádrættir kynni að 
geta náð þessari summu og þess vegna orðið stærri en divisor, 
og þá kvótinn orðið skakkur um 1 einingu. Samt verður það 
ekki í þessu dæmi, því ef ver skoðum hina óstyttu deilingu (. 
þessum tölulið (216), þá eiga standstrykin bæði að færast um 1 
staf til vinstri. Yerða þá undanfeldu frádragarnir þessir: 

MiUi standstrykanna 

40000 + 40000 + 40000 + 70000 + 00000 = 190000. 
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35843927) 300000000000000 (8369618 
2B6751416 
13248584 

^0753178 kvöti = 836,9618. 
2495406 
2150635 



344771 
322595 



22176 
21505 



671 
358 



313 
286 



35843927 > 27000000. 
Mú viljum ver reikna sama dæmí með nákvæmni f tfondupört- 
um. Fellur þá nákvæmnisútreíkningurínn alveg burt, og næglr, 
ef vér vitum, að ekki er farið út fyrir hennar takmark. 

P^ er ^ — 0,0035843927. 
Ekki verða hafðir 35 1 30, þar fyrir, þegar komman f 0,0035 er 
fœrð aptur fyrir 35 um 4 stafl, verður 

—^Y~' ^^ í^vötastaflr = d = 4 (^S). 

í>á 35843|927) 3000000000 (8369 

m*) 286751 

- 13249 

10752 



2497 
2150 



347 
322 



250000. 
Kvóti = 836,9. 

Loksins viljum vér reikna þetta dœmi f tómum hundruðum; 

þá er 

*) m ifbíif ab Bá tOlastafar, sem ei fyrir ofan m, eigi ab margfaldast til 
a% fá geymda tula. 35843 er fyrsti dÍYÍsor. 
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hið fyrsta 
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hið þriðja 
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ellegar með veldinu, sem er stærra, þanaíg : 
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hið þriðja 
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a^ 



— 2 



(5) 
(e) 



(ð. 



(>egar exponent sömu rótar er hínn sami í teljara sem nefn- 
ára, þá er stœrðin =1; og exponens kvótans = (121); það 
verður einnig sýnt þannig t. d. um a^: 



a' 



aaaaa 1 ^ n 
= — =1=0". 



a" aaaaa 
|>egar nefnarans exponent er stærrí, þá er t. d. 



a' 



aaaaa 



= — = -^ = a— 2 saitober {y) og (Z). 
a' aaaaaaa aa a' 

f>ví hér hefir deilandi /acíoratöluna — 2 fram yflr deili (63, 3), 

svo æfinlega gildir sú regla, að draga deilis exponentinn frá 

deilanda exponentinum, eíns og sýnt var í (63). 

Til að hafa dæmi í tölum upp á þetta óraskanlega lögmál ex^ 

ponentanna, set eg a= 12, og deili með 12 bvað eptír annað, 

þannig: 
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Vér 8jáum þá á þessari töflu, að það er einuDgis áframhald 
deilingarinnar (t. d. bér með 12), scftoi kennir oss, merkingu ex" 
ponentanna 0, — 1, — 2, o. s. frv., eða merkingu vísisíns núlls 
og hinna negatifu vfsa. ^etta lögmál exponentanna er því að 
minni hyggju œðra en nokkurt mannlegt samkomulag eða manna- 
setningar. f>að líggur í eðli stærðanna, sett af hinum eílífa. 

Merk: þetta segi eg, af því nokkrar danskar lærdómsbækur 
milli ára 1834—1846, þó góðar sé, tala um þetta semmannlegt 
samkomulag. 

Samber Bergs . Förste Grunde i den alrnindelige MaHhemattk, 
n^ 127, bls. 116, og Fallesens Begyndelsesgrunde i'den rene 
Mathemaiihy bls. 53. 

226. f bókstafabrotum, sem í teljara og nefnara eru ein- 
liðuð eða monomia, má flytja bókstafi úr teljaranum ofan í nefnar- 
annogiir nefnaranum upp í teljarann, einungismeð þvíaðbreyta 
merkinu við exponentinn í hið gagnstæða t. d. 
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eplir (225). 

í fleirliðuðum teljurum og nefnurum má einníg stundum þessu 
viðkoma. f>ó verður sú breyting, sem gjðrð er í einum lið teljara 
eða nefnara, að gjörast í þeim ölium, svo sem 

a ab—^ 

V+c ~ l+c6— 1' 
því ef egdeili b með b, verðeglíka að deila c með6, eptír(61); 
og þegar eg þanníg hefi deilt öllum nefnaranum roeð by veröeg 
líka að deila teljaranum með b, nema ef eg vil láta brotið 6- 
faldast (95). Hér má líka færa allan nefnarann upp ( teljarann, 
þannig : 

— — = a (6 + c}-K 



b+c 

|>ó má hér ekki margfalda liðina í svigunum með a, og það 
vœri sama, hver exponent sem væri við svigastærðina annar ea 
+ 1. 
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i^ /_i\» — _L _1 >1 — J: 1 

12 J Wj' ij • h • if / n — » XT 
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_I^ í_i\* = /_i\' — * -JL — L _1 — 1— 

lij ViJ' UJ' IJ • IJ /^\ — « 144 
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la 



TÍ) (íi)" == (tÍ)'-' = 



1 = 



1\0 



(t^) 



= 1 



t1)(tÍ)-'= (tÍ) 



t\0 1 



1_ _ J_ 



12 



IJ • IJ UJ' 



(tj) ' = (ii) *~~^ _L _i~ rjTi ~ 1728. 

IJ • IJ • IJ UJ' 

Hian 5ti dálkur í fyrri töflunni er bér undanfeldur. 

229. Sú athöfn að flnna veldi út aí rót þess, heitir po- 
tentiatio eða upphafning til veldis, eða að potensera. Hefji menn 
nú sérhverfa tölu a til allra vclda með öUum positifum og ne- 
gatifum exponentum, fá menn endalausar raðir velda, sem allar 
ganga í gegnum 1 eða a% undir eíns og exponentarnir mynda 
óendanlega röð, sem gengur í gegnum 0, þannig: 
4,-3,-2,-1, 0, + 1, + 2, + 3, + 4, .... 
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Af þessum þremur línum er hin fyrsta exponentanna röð, en 
hin önnur og þriðja veldanna röð, hin fyrri skammskrifuð með 
exponentum, og hin síðari langskrifuð með factorum eða rötum. 
I>egar vér nú hugleiðum, að a merkir allar tölur, (ekki einungis 
12 og TÍ eins og í (225,2) og (220)), þá sjáum vér, að óend- 
anlega margar veldaraðír eru til, og að þær allar krossa sig, eða 
ganga í gegnum 1, þar sem exponentinn er 0; þetta liggur í 
formulunni 

a» = 1. 

Skoðum vðr veldanna raðir sem óteljandí gðtur, þá verða 
gatnamót þeirra i 1, þar sem exponentinn er núli. Yilji nú 
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O^ = .••• (6). 

Sé rótin = 1, þá er 

p = 1 .... (zi 
viö allar endanlegar stærðlr vísisíos n, því factorinn 1 stækkar 
hvorkl nð minkar, þó margfaldaö sé með honum. En þetta get- 
ur verið á annan veg, ef exponentinn er oo, því þá er 

l^ = indeterminato •••• (''Q) 
eða óákvörðuðu , því 1 = a^, samber (529), og l^ = (a^)^ 
— a^'oo . £q exponentinn .oo er óákvarðaður eða indeterminatu9 

(73, 6). fess vegna l^ óákvarðað. þetta getum vér einnig 
séð með öðrum hætti: 1 liggur á óendanlega skörpu svæði 
eða brún milli launbrots, er hefir teljarann stærra en nefn- 
arann, og sani\arlegs brots, er hefir teljara minna en nefnarann 
(80). Nú hefjum vér 1 upp i veldi með exponenti oo, þá hlýtur 
veldið að leggja einhversstaðar á milli oo og eptír y og S i 
þessum tölulið (231). £n þetta er með ððrumorðum: aðveldið 

l^ sð óákvörðuð stærð. 
Ef a > 1, þá er 

a-«^ = (j; .... 0, 

því 0""^ = — eptir (226) =^ eptir (231, y) = eptir 

a 

(73, 6). Ef a < 1, þá er 

— oo 
a ^ = oo ..•• t, 

er finst með sama hætti eptir (231, S). 

232. Ákvörðun rótar af veldí eptir gefnum vísi, heitir rót- 
arútdráttur {extractio radicis), eða að iitdraga einhverja rót (extra- 
here radicem), t. a. m. 

Ef 

a™= b •••• (a), 
þá er 

a = yb -•• (p). 
Hér er b vel^íð, sem á að sundrast í m jafnstóra gjðrendur, 
og er hér a einn af þeim. En þetta getur stundum verið á 
fleiri vegu en einn, sem seinna verður frá skýrt. 
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a^ = a*. a*. a^. a^. ar. ar. a°. a*. a*. a^.a^. a*. a*. (a). 

I>ar nú 5 -er tvisvar ionifalið i 13, þá má flokka þessa factora 
þaDDÍg : 

a* = (a^. a*. a\ a'^. a^) (a*. a*. a^. a*. a*^) . a^. a^. a**. (P). 
jþetta er s'ama sem . 

a* == a^. a^. a^.a^ = a.a . a*. a^. a^ =:za^,ak — a ^ (y). 

Nú má skipta þessum f í tvo staði og gjöra að ^^,j, með því að 
leDgja brotið f með heilu töIuDDi í kvótaoum, sem hér er 2, og 
leggja ofan á hverja eÍDÍogu í heDDÍ, þaDnfg: 

a^ = a.a .a^^. a^^ = (a.a'^^)(a . a^*) = a** . a^* = 

. a^^* . a^T^^ = (a^íV. •••• (8). 

Hér má af (a) sjá, að summa exponentanna er ^f, og þess 

vegnajafnt báðum megin við jafnaðarmerkið (53). Eptir (^) sést, 

að 5 af þessum jöfDU factorum á^ liggja í stærðiuni a, og þess 

vegna er hver factor 5ta rótin af a, samber (224), eða sem hinir 

6 

gömlu kölluðu surdesoUdróilnsL af a, og sem teiknast \/a. Veldið 

13 6 

a^ er því sama sem {\/a)^^. Hér af sést þá aptur, aö nefn- 
ari veldisvísisins er rótarvísir, ef hann er heii tala (rótarvfsirinn). 
Eða með öðrum orðum : Flytja má nefnara veldisvísisins í rótar- 
merkisklofann, eða eptir (233, *) 

a^ = ýaP ••••(£). 

Vilji eg draga 13du rót út af a^, þá er hún a^, semsést af (a). 
Hana fæ eg af veldisvfsinum með því að deila honum 'roeð 13, 
og það gjörist með tvennu móti (98) : annaðhvort með þvi, að deila 
teljara yeláisexponentsins með 13; kemur a^, eins ogáaðvera; 
ellegar með því, að láta teljdra veldísvísisins halda sér, en marg- 
falda nefnaraDD með 13; þetta viljum vér að eiDS kunngjöra 
þannig : 

13 » Ö13 
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Hér eru aS sönnu exponentamir f tölum, en þeir geta einnig 
verið bókstafir, þannig: 

(n 
m \ n m — 

^TJ^ = a, eptir (130), þá a^ == V« 



I m Im 

\Va/ = o, 



n n 

eptir (232, y); þá \/a = \/a. 



n 

m 



m 

þar af \/a= a^. 
f>essi sönnun máttí og vera enn styttri, og hafa einungis setn- 
ingarnar, sem hér eru vinstra megin, þannig: 

^o"J'» = o epUr (130); 

I m Im 

Vya/ == a eptir (232, y); 

n 

— m 

m — 

þess vegna \/a — a^ •••• (X). 

Yið þessa setningu er samt nokkuð aðgæzluvert, ef a er ekki 
positif stærð, sem síðar mun sagt verða. 

234. Nú viljum vér gjöra oss nokkuð Ijósara sumt af þvf, 
er vér hugleiddum í (233). í>að er þá fyrst: Dæmið í (233, a) 
viljum vér gjöra að fullkomnu.talnadæmi, og láta a vera = 32. 

I>á er 5ta rótin þar af a'^ = Ya = V32 = 2, því 2 . 2 . 2 
. 2 . 2 = 32. þá er 

32^^ = 2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2 = 8192 ;;•• (a^ 

32V = 32 . 32 . 2 . 2 . 2 = 1024 .8 ' ^ (p) 

= 32^ . 2» = 32^? = 1024 . 32* (y) 

= (32^t8)2 = (32ií)2 ' .... (8)^ 

Með margföldum hætti má flokka, færa og sundra þessa gjðr- 

endur. Svo er einnig eptir (233, X) 



n 

m — f 

— m g 



a^ = Va 



n 



1 



32^ = V32. 
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238. EiDS og má eptir (237) flytja factora^ sem eru undir 
rótarmerkiDU, út fyrir það, með því að útdraga rót þá, er rótar- 
vísiriDD segir til; svo má og þvert á mót flytja factor, sem 
steDdur fyrir utan rótarmerkið, ídd fyrir það, með því að poten" 
sera factorinn eptir þeim vfsí, er rótarmerkið heílr. f^annig 
verður í fyrsta dæminu (237), ef færa skal 5 ion uudir rótar- 
merkið í stærðÍDDi 5\/3, að kvaðrera 5; kemur yZ.2h—ylh. 
Sömuleiðis í 5ta dæmÍDu, cf færa skal a íun fyrir rótarmerkið, 

S 3 

að cuhera a; kemur b\/aa^ = ö\/a*. 

239. Skulí draga rót einhverja út af almeuDu broti, þá 
gjörist það með því, að draga rótina út af teljarauum og rótina 
út af nefnaranum, og skrifa þær rætur i teljara og nefnara stað, 
nefnilega : 

Vi 



n n 



því í~\ = -^—^ eptir (95, 3), sem er margföldun brots 
með broti. En 

Stundum verður þessi aðferð ekki hin auðveldasta, heldar verð- 
ur hægra að margfalda fyrst teljara og nefnara með factorum 
nefnarans, upphöfðum í svo hátt veldi, að hver þeirra fái í nefn- 
aranum sama veldisvísi, sem er = rótarvísirinn, og draga síðan 
út rótina, eins og hér segir, og skrifa rótarmerkið með sínum 
vísi einungis í teljarann, cn í nefnara stað factora hins nýja 
nefnara einungis í fyrsta veldi, t. d. 
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svo fullkomia og glögg, sem \ér vildum hafa hana. I>ess vegna 
\iljiim vér bæta verk vor með þessum tölulið. 

Eins og mástytta rótarvísíogveldisvísi hvom á móti og ððrum, 
svo má og lengja þá ; og er þess líka getið (233). En hér út 
af leiðist aptur mjög áríðandi regla til að gjöra rœtur af ýmsum 
stigum samnefnðar. Setjum, að þær værí - 

m p 

Va" og Va^- 

f>essar stærðir má skrifa með brotnum exponentum: 

JL 1 

a™ og aP. 

Brot þessi má nú gjöra samnefnd — - og— ^ , þá verða 

mp . mp 

stærðirnar 

m -JL^ mp j 

ya^ = a^<l = Va"P I 

mq / (P)- 

p . -± mp 1 

Va^ = a™P = Ví»"^ ] 

Skuli nú þessar stærðir margfaldast saman, þá á að leggja 
saman exponentana (53); þá verður 

np-fmq _ 
m p ^^ ^ . mp 

Va^ . V«^ = « "'^ = Vo'*^+'°^ (y)- 

Setjum t. d. a = 4, m = 1, jp = 2, n = 3, g = 5, sem 
skrifast má styttra þannig. 



a, m, p, n, q, 
4, 1, 2, 3, 5, 



þá er 



V48 . ýi^ = 4V*^ = 64 . 32 = 2048 
y43.2+i.6 = y46+6^ V^" =V*Í 94304= 2048. 
f»ó ekki sé hér búið að s^na kvaðratrótar útdrátt, þá má þó 

með margfðldun reyna að kvaðrera 2048. \]m Y og Y erlal- 
að í (232) seinast. 

Skuli deila þessum stærðum, einni með annari, þá er það að 
mestu eins, þannig: 
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n 



"í — - n q np mq np— mq 

X-L==íi- ==a™ P^a"*? ™P = a '"P =ya"P~°^^ = 

P ~ 

ýa^ aP 

1 1 



mq— np 

— ^* *^ mp 



a °^P \/a°*^-"P ••••(8). 

Gangi rótarvísir og veldisvísír, sá eini upp í öðrum, þá má 
stytta þannig: 

ya;^'' = a™ ...-(e) 

mn m 

ya'' =ya .... (S). 

Hin fyrri gefur við stytlingu með n Va™ = a™, sjá (232) sein- 

m m 

ast, og hin síðari sömuleiðis \/a^ = \/a, þar veldiscarponení- 
inn 1 skrifast ekki. 

Negatifum rótarvfsi við stærðina a má snúa í positifan^ með 
því aðsetja — fyrir a, þannlg: 



— n 



V, - v-; 



• • . . 



því 

— n 



Va = .-; - ' 



f>ess vegna . 






— n 



V«-=Ví- 

þetta má langtum skemur sanna þannig : 



-n.-l 



\/a^-l = \/a-i = \/o, 
með þvf að margfalda bæði rótarvísinn og veldisvfsinn með — 1 
eptir (241, a), þegar p = — 1. 

242. Að útvega ýmsum rótarstœrðum sameíginlegan rótar- 
visi. Margfalda sérhvem rótarvísi með producti hinna annara, 

22 
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og potensera síðan stœrðirnar undir rótarmerkjunam með þeim 
Yísí, sem jafn er þessu producti. 

m n m 

Ðœmi: \/aP og \/a^. Hvað áhrærir\/aP þá er að álfta n 
sem product hinna annara vólSiTexponenta, þar stærðirnar 

m mn 

eru einungis tvœr; þess vegna verður \/aP = \/aP". Með sama 

n mn 

hœtti verður \/a*i = \/a^™. |>etta grundvallast á (241, a). 

Hafl TÓidíTexponentarnir sameiginlegan factory þá verður hinn 
sameiginlegl réiOLTexponent — rótarearponenfanna minsta samd^il- 
anda (89). 



6 8 



Rótarstœrðimar sð: \/a, \/hh og yb^. 

^ 3 4 Minsti samdeilandi 24. 



4-6 6*4 8 3 



\/ai'«, \/5*6S \/63'3 
^ \/a« \/5*6S Vóö . Samber (241, a). 



243. Hínum 4 höfuðgreinum addition^ subtraction, multi-' 
plication og division má beita víð rótarstærðir. 

Til að addera eða subtrahera rótarstærðir, verður að addera 
eða subtrahera coefficienta þeirra, og multiplicera hið útkom- 
anda með hinni sapneiginlegu rótarstærð. 

Dæmi: byb + 2\/b = 7\/6. 

Stundum verður að leysa tölurnar undir rótarmerkinu upp í 
gjörendur, til þess að ræturnar verði samkynja, t. d. 

2y27 — 3\/12 = 2^/9.3 — 3^/473"= 6\/3 — 6\/3 = 0. 

Sé rótarstærðirnar, sem eiga að adderast eða subtraherast, 
ekki samkynja og verða ekki gjörðar það, þá verður ekki annað 
gjörl, en kunngjöra athafnimar með + og — . 

Skuli margfalda rótarstærðir, er hafa sama rótarvísi, þá marg- 
faldast stærðirnar undir rótarmerkinu saman, og setjast undir hið 
sameiginlega rótarmerki. Haö rótarstærðirnar coefficienta fyrir 
framan rótarmerkin, þá margfaldast þeir saman út af fyrir sig 
(241^ P,Y), t. d. (a + \/6)(a-V6) 



3ia 



Með líkiim liœtlí cr 

/,/\ /« — \/n\ /1X7« — n\/n 

(Y) 



a aiV p —Vg) aVv—aVl 



a aiVp +Vg) _ aVP+<^Vq jj)^ 



V^p-Ví (Vp)'-(Ví)' p-9 

f>ó aö fleiri liöir sð f nefnaranum, þá má hafa sðmu aðferð 

t. d. 

a 

Vn+VP+VQ 
með því að margfalda raeð V^+Vp—Ví- Til þess má nota 
formuluna (a), ef maður heflr hana fyrir sér, og setja p i henni 
= V^+ Vp ^ þessari slærð; kemur þá 

aVn+aVp — ^Vq 

(yn+Vp)^-q • 

En (V^+Vp)^ = n+2Vn . Vp+P eplir (54, A) = n+2V^P+P 
= n+p+2Vwp, þá verður nefnarinn n+p — í+2V**P> Þ^^ Þ^^ 
er bezt að láta 2Vnp vera seinast. Brotið verður þá: 

q(V^+Vp— V^) 

n+p — q+2Vnp. 
Síðan yrkja menn upp á nýjan stofn til að burtrýma 2V^P ^^ 
nefnaranum, með því að margfalda teljara og nefnara með 
n+p—q — 2Vnp, og við þelta fer rólarstœrðin algjörlega upp f 
teljarann. 

245. VI er öákvörðuð stærð, því a^ = 1, og merkir þá 
a aliar tölur ; dragi eg Ota rót út báðum megin, kemur 

a = yi; 



er þá a óákvarðað, eins og áður, og V^ óákvarðað. fetta má einn- 

ig skoða þannig: 

D i 

yi = yi = lO = i^ = indeterminato (231, ri). 

1 

Va = V^ = a9 = a . Sé nú a > 1, þá er a = 
oo. Sé a < 1, þá a^ = (231, y, 8). þess vegna V^ 



annaðhvort oo eða 0; en sð a = l,þá er V<^ = V^ indeter- 
minatum. 

246. Sé rót heillar tölu ekki heil tala, þá er bún ekki 
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beílar tölur eru rationalar, því þar er ^ = 1. Híq rationála 

o 1 1 

simH -^ =3 p . — mœlist með — , sem er p sinDum iDDifalið 

í rationölu slœrðinni, en 1 = g . — og — er g sinnum fólginn 
i einingunni. Bœði \/a, þegar a er eklíi veldistala n^ ^tigs, eins 

n 

og \/5í (246), einnig \/ 6, þegaraog6eliki cru veldistölurnta 

stigs, eru írra<íono7ar, svo sem \/ e" . Séþarámóti a og 6 veld- 
istölur nta stigs, þá kallast hið óstyltanlega brot ^ brotinveld- 
istala nta stígs, svo sem f er brotin veldistala annars stigs, þvf 

248. I>ar rót heillar tölu N = á^^ ekki getur verið endan- 
legt brot (246) útheimtir nákvæmur rótarútdráttur, að þar feð 
önnur heil tala a, sem upphaGn tíl nta veldis sé = iV = á^j 
eða að N uppleyst í sína frumgjörendur sé með útlitina 

iV = a^ = 1>?^^1>"^^P?P3 •••• samber (130). 
Verður þá nta rótin: 

a — jjPi pPa pPa .... (a). 

það verður því ekki útdregin nákvæmlega kvaðratrót af ððrum 
positifum heilum tölum en þeim, sem eru í þessari röð: 

P, 22, 32, 42, 52, 62, 72, 82, 

eða 

1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, 64, (?); 

eru þá kvaðratræturnar þessar 

+1, +2, +3, ±4, +5, +6, +7, +8 : (y). 

Eins verður ekki útdregin kúbíkrót nákvæmlega af öðrum po- 

sitifum heilum tölum en þeim í þessari röð : 

13, 23, 38, 43, 53, 6«, 

cða 

1, 8, 27, 64,125,216, (8). 

Eúbíkræturnar eru þá 

h 2, 3, 4, 5, 6, (s). 

YGr höfuð verður ekki útdregin ntarót nákvæmlega af öðrum 
positifum heilum tölum en þcim, sem eru í þessari röð : 

jn 211 3^ 4" 5^^ 6" (Z)] 
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veldið ér positift, heflr rótin + x bœði poiitifa og negatifa 
merkingu, þegar exponentinn er = 2m; en að tölunni eru þær 
þó jafnar, nefniiega báðar = x. T. d. \/l = + 1, samber (y), 
það er yi = + 1 og — 1 ; V^ = + ?) Það er + 2 og 

4 

— 2, samber (y); sömuleiðis yi6 = + 2, samber (f) og (t]), 

því (+ 2)^ = (+ 2)* = (+ 2)^°*= (+ 2)^-2 = + 16 eða 2 
.2.2.2 = +16og — 2. — 2 = + 4og + 4. — 2 = 

— 8; og — 8 . — 2 = + 16, svo V16 er bœði + 2 og — 
2, eða + 2, samber (irj). þar á móti verður: 

2m-|-l 

a (^) 

ekki nema eín (veruleg), og það annaðbvort positif eða negatif, 

eptir því hvort a er positif eða negatif. Hingað til höfum vér að 

eins lítið skoðað það tilfelli, þegar a er negatift, því vér böfum 

að eins sagt um 3ja veldi, að rótin fengi þar sama merki sem 

veldið, eins og ([jl) synir, t. d. Vi = +í)V — ^ = — ^j 

s 

ýl25 = + 5, samber (s), og \/—í2b = — 5, því — 5 ; — 

6 

5 . — 5 = — 125; V— 32 = — 2. Sh'kar stærðir, sem 
hafa verulegt tölugildi með + eða — merki, kailast reales (veru- 

2m 

legar). J>ar á móti geta ya, þegar a er negatif, ómögulega 
ákvarðast með einni tölu, vegna þess engin tala verður upphafln 
í 2mta veldí, þannig að útkomi negatif tala. þessar stærðír, ef 
stærðír skal kalla, sem ekki eru realar, kallast imaginariœ (í- 

myndaðar;, t. d. \/ — 1. |>ví það er ómögulegt að flnna þá 
tölu, sem kvaðreruð gefi — 1. Hvaða tala sem tekin er og 
kvaðreruð, hvort sem hún er positif eða negatif, þá gefur hún 
+ eptir (a). En sé hún 0, þá kemur f kvaðratið, og sé hún 

in 

oo, þá kemur oo^ = cx) í kvaðratið. Eptir (232, 7) er (V^)^ 
= h, þess vegna 
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y+1 = _ 1 .... (248, 7), 

og þá er kvaðratið: 

(V-D* = yZTi . yzí == _ 1. 

Að þetta sð rétt, sést á sjálfri spurningunni : Hvert er kvað- 
ralið af kvaðratrótinni af — 1 ? því svarið liggur í sjálfrl spurn- 
ingunni, Ifkt og í þessari spurnlngu: Uver var faðlr hans Ja- 
fets Nóasonar? 

250. Vér höfum séð, að (V— 1)" = — 1- Veldln afy— 1 
eru þá þessi: 
(y_l)o = + 1. Sjá (121), (225, 2). 

(y_i)i = y~. 

(V-l)* = - 1. _ 

(v-i)» = - y^, þv(- 1 . y-i = - v^ 
(v_i)4 = + jj,ví (y_i)« . (V-D* ==-1 . - 1 =+ 1. 
(v-i)» = v-i, Því+j_. v_i^y_i. 
(v-i)" = -1, því (-V-0 (-V-i) =+1.-1^ — 1. 

I>cssi veldi œá og eptir venjulegum hætti flnna með þvf að 
margfalda hvert næstundanganganda með V— 1> ^8 koma þau 
þá aptur og aptur bin sömu án afláts f fjórliðuðum umferðum; 
teljum vér umferðirnar með m, og látum röð þeirra byrja á 0, 
þannig : 

'(V— 1)» = (V-t )*"'+" = + 1 (V~i 




+^ = + 1 . V~i = V~i (V-i 



+ 1.-1 = _ 1 (v~i 



1 



_ 1 . v~i = -V-1 (V~i 

I I ■ ■■ 

_ 1 . _i = + 1 (y—i 



II <- - 
s (V-i)" - 



V + 1 . V-t = V-i (V~i 

V-i . v^ = -1 (v^i 



\ 



a 



(y— 1)7 = (y_i)''"-r ^ ui . y— 1 = — y— 1. 

J>annig er endalaust áframhaldið með exponentana og veldin, 
'^ar m = 2, 3, 4, ö«»'* 
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irnar tákna i boglínufrœðiDDí, eröðruvísi en tilveruleysi það, sem 
núllíð tákuar. Núllið er útgaDgspunktur eða upphaf stærðariDn- 
ar og þaðaD vex hÚD annaðhvort í positift eða negatift horf. En 
ímyndaða stærðin er gjörsamleg neitun alirar stærðarinnar, svo 
hún má hvorki vera positif, núli, né negatif, ogheldur ekki oo, 
því oo er hin önnur samganga milli positifs og negatifs. I bog- 
línufræðinni (sem stundum kallast geometria analytica, og stund- 
um geometria sublimior og analysis infinitorvm) taka menn sér 
beina línu, lagða helzt í gcgnum boglínuna miðja, sem þá kall- 
ast ás {axis) einnig abscissu-Uníi. í þessari línu taka menn sér 
fastan punkt, og mæla út frá honum, t. a. m. bæði til hægri og 
vinstrí sjálfviljugan spotta eða spöl, er heitír abscissa^ og tákna 
hann optast með x. Upp eða niður frá abcissu-endanum mæla 
menn helzt þverbeint aðra línu ósjálfráða upp eða niður, þangað 
sem boglínupunkturinn er, kallast sú lína ordinata og táknast 
með y, ef punkturinn er fyrir ofan, en — y, ef hann er fyrir neð- 
an abscissu'dslnn, eða réltara sagt, y getur orðið stundum posi- 
tift og stundum negatíft. Nii hafa menn formulu, sem kallast 
h'king boglínunnar, þeirrar sem um er að ræða, svo sem : 

y = + \/a2— a:^ 
er líking hringsins, og þar í a hálíi þvermælir, er þar x reikn- 
að frá miðju. fmyndum oss nú, að x sé positift mælt til hægrl, 
en negatift til vinstri. Setjum nú, að a væri = 10, og ein- 
hverjum skyldi þóknast að vita, hvað stór þessa hrings hálfabreidd 
væri, þar sem er o? = 5 ; þá reiknnm vér út y eptir formulunni 
og látum vera a; = 5, þannig : 

y =- + V 10^—52 



= ± V^ÖO— 25 

= + V75 
y = ± 8,66. 
Hringspunktúrinn fyrír ofan ásinn er þá H- 8) 66 og annar 
fyrir neðan ásinn = — 8, 66 að reikna frá ásnum. Eins eru 
aðrir tveir vinstra megin við miðjuna, þar sem x = — 5, því 
(- 5)2 = + 25, sem dregið frá 100 gefur 75, og t/ = ± 8, 
66 rétt eins og hægra megin var. Látum oss nú finna ordinöt' 
una, þar sem er a? = 10, þá er: 
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þar sem ö = a. Ilún er fyrir það merkilegri, að imaginœru 
stœrðirnar slíta hana í sundur í tvent, þvi' frá a? = til a? =a 
verða allar ordinöturnar imaginariœ, og'það alt eins vinstrameg- 
in sem hœgra megin, því ar = — a kvaðrcrað gefur + o', 
svo að 

= +0, 
og boglínan verður þar í ásnum, eins og hægra megin. |>ar á 
móti, ef tekið er a; > a, hvort sem er hœgra megin eða vinstra 
megin, þá verða ordinöturnar realar, svo bogh'nan fœr 4 óend- 
anlega kjálka, 2 tii hægri og 2 til vinstrí, með sundi á milli frá 
X = — a til ar = + a, þar sem ordinöturnar eru ímyndaðar. 
En í sjálfum þessum takmörkum a? = — a og a; = + a eru 
ordinöturnar = 0, og liggja þar tveir hvirflar hyperbolunnar, er 
horfa hvor mót öðrum, en beína línan milli þeirra heitir hyper^ 
bolunnar stærrí ás, og eru á honum engar ordinötur, eins og 
áður er sagt. Enn nú merkilegri eru þóboglínur þær, sem eiga 
sir fráskilin eggj eða eggmyndaða bauga (eggbaugur, Oval á 
dönsku, þýzku og frakknesku) og fráskilda depla, þegar eggbaug- 
urinn verðiir að punkti. Eggbaug heQr t. a. m.: 
y = ± \ A(ar— 6)(j?-H) 

og fráskilinn depil 

I >^\ /x — b 

y ^ 



-±«v^ 



Eggbaugurinn liggurmilli a? = — coga; = Of fyrri h'king- 
unni; fráskildidepillínn liggur í a; = 0, í síðari líkingunni. Hér 
vísar X = b k hvirfil boglínunnar f báðum, en c er lengd egg" 
baugsins, sem er = í seinni líkingunni. Sjá Ramus, Anály- 
tisk Oeometri, bls. 107. Ellegar Bourguet, Traités élémentaires 
de calcul differentiel et de calcul integral. 1 dcild, bls. 223. í 
þessum bókum eru myndirnar uppdregnar. 

253. þó að fmynduðu stærðirnar sé algjörðar neitanir stærða 
eins og ver höfum séð f (252) sannað af boglfnufræðinni, þá 
mega menn þó ekki halda, að dygð þeirra sé einungis þar í inni- 
falin. f>ær líkjast í stærðafræðínni loptsiglingunní f eðlisfræðinní, 
þvf hugurinn getur á hinu imaginœra loptskipi eins og ha&ð sig 
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upp frá fastri jörðu, siglt fram og aptur í tilveruleysisíns ginn- 
ungagapi og horOð svo til jarðarinnar aptur, þegar hann vill, og 
á þann jarðfasta klett, sem honum þóknast. Uppá þetta skul- 
um vér nii nú strax sjá dæmi. Af því sem vér höfum séð að 
undanförnu, hafa flestar tölur verulegar rætur, sumar rationálar 
sumar irrationalar. Hinar positifu hafa 2 rœtur af jöfnum stig- 
um, aðra positifa, aðra negatifa; hinar negatifu hafa eina rót 
með sama merki sem veldið (248, \ pi, v). En nú fáum vérað 
sjá, að rætur hverrar tölu eru alls miklu fleiri, því þær eru ætíð 
eins margar sem einingarnar f rótarvísinum, og það eru imagi- 
nœru ræturnar, sem við bætast. 

Vér viljum fyrst gefa nokkur sýnishorn rólanna af 1, þá er 
fyrsta rótin af 1 einungis ein, nefnilega 

yi = 1. 

Önnur rótin af 1 eru tvær, nefnilega : 

yi =+ 1, 

því + 1 X + l == + 1 og — 1 X — 1 = + 1. 

þriðju ræturnar af í eru þrjár, nefnilega ein reöl, því (+ 1)' 
= 1 ; (ekiti ( — 1)', því það er = — 1), og Ivær ímyndaðar, 
nefnilega : 

-l+V-S 
2 

Að I — ^+V — ^ I = 1 > sést þannig : Tölium fyrst teljarann 

V 2 / 

og euberum liann, svo: 

— l + Y—^ '■öt'n- (a) 

— 1+V— 3 rótin. (P) 



1 — 


V 3 

V-3 


3 


1 

-1 + 


2V 3 
V-3 


- 3 



(Y) 

kvaðrat hennar. 
rótin. 



— 1 + 2V— 3 + 3 (8) 

+ V— 3" +2.3 — 3 V— 3" (s) 

— 1 + 3V— 3 +(1+2)3 — sV— 3^ ««*«» rótarinnar (?) 
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sama scm 



— 1 + SV— 3 + 9 — SV— 3 (Yi). 

Hér gengur upp + i\/^ móti — 3\/— 3, þá er eptir 
-1+9 = 8; 
þessir 8 eru cubus teljarans. Eíns er 8 cubus nefnarans^ þvf 2^ 
= 8, þess vegna cubus brotsins = | = 1. þar með er þá 
sýnt, að ofanskrifað brot er þriðja rót af 1. 

Merk: [>egar \/~3 á að margfaldast með sjálfu sér í (a) og 
(P), þá kemur — 3 í (y); samber (249). fessir — 3 verða að 
+ 3 í (5), vegna þess þar er margfaldað með — 1. f (s) kem- 
ur + 2 . 3 af margfölduninni — 2\/~3 með +\/Z3, því fyrst 
margfaldast coefficientarnir — 2x+l= — 2; síðan ræturn- 
ar \/~^ X V~3í Þ^r af kemur productið «= — 3 eptir (249); 
fess vegna : — 2 X — 3 = + 2 . 3 (= 6), eliegar, þegar á 
eptir skal samanleggja, er betra að skrifa 2.3. í (g) sést sam- 
lagningin 1.3 + 2.3 = 3.3 = 9. 

Með sama hætti á og að heíja hina ímynduðu rólína 

2 
upp í þriðja veldi. £n nú viljum vér breyta til, og taka ekki 
teljarann sér og nefnarann sér, eins og í fyrra sinni, heldur báða 
í einu lagi, þanníg : 

_ • _ 1 yzj, 



- Í - i V-3 




i + J V-3 
+ i V-3 - 


-i . 3 


i + i V-3 - 
- i - i V-3 


-1 



- A - i V~3 + I 

-i V~^ + i.3 + I V~3 

- h -Í V=3 + I + f V-3 = I = 1. 

fannig höfum vér þá séð, að báðar ímynduðu ræturnar poten- 
seraðar gefa veldið = 1. 

Fjórðu rœturnar af 1 eru fjórar, tvær verulegar + 1 og — 1, 
og tvær fmyndaðar: + V---Í) svo að 
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(+ i)i = yi = + 1 

(+1)* =_vi = - 1 

(+ 1)^ = + V-i 

(+ D* == - V-i. 

Menn bafa tekið sér þá reglu eða komið sðr saman um, að 
láta hinn brotna yeXáisexponent tákna allar ræturnar, en rótar- 
merkið skuli tákna einungis reala positifa rót. Reynum nú i- 
mynduðu 4^^« rætumar: 

+ V- 1 _ y— i 

+ V~i — V-i 



+ — 1 kvaðrat. + — 1 kvaðrat. 

V^i - V-i 

— yzi þriðjaveldi. V~i þriðja veldi. 

y-i -V~i 



— — l = + 1 Qórðaveldi. — — 1 = + 1 fjórða veldi. 

Hér þykist eg hafa fundíð samlíiiiDgu miDDi stað, nefnilega að 
sigla i tilveruleysis giDDuugagapi með því að potensera ímyndaða 
stærð, og koma niður á jarðfastan klett, eininguna. 

254. Vér viljum einnig gefa nokkur s^nishom rótanna af 
— 1. 
j>á er 






V=T = -1 

og i + i V-s hinar tvœr ræturnar. 
Hvað reölu þriðju rótina snertir, þá er 

— 1 . — 1 . — 1 = —1. 
Nú er að prófa hinar imaginœru: 

4 ± i V=3 

4 ± i V~3 
} ± i V-3 

4: \ V~3 — i . 3 

i ± 4 V^ — i kvaðraUÖ. 

23 
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I>cUa má nú samandraga þannig: 

+ i V~3 -J 

i Hb ^ \/~3 rótln eða rœtumar. 

± i V"8 - i 

+ í > - 3 T i V~3 

I^riðja veldi = _^_j = _j = — l. 
Fjórðu rœtumar af —1 eru fjórar, en cngin reöl, heldur all- 
ar fmyndaðar. Tvœr af þeim eru 

V4±V~i- 

þetta má eptir (237) skrifa þannig: 

Vi ± VJV-i 
Vi±ViVB 



4 ± 4 V~i 
± i V~i - 4 



4 ± V£i - 4 

= + V— 1) s®™ ^^ kvaðrat beggja. 
Nú þarf ekki annað til að finna Qórða veldið, en að kvaðrera 
kvaðratið; kemur þá — 1. 
Binar aðrar tvœr ímynduðu rætumar ern 

- V4 ± V4V- 
~ V4 ± V4V~i 



4+ 4 V~ 
+ 4 V~ 



4+ V- 



— 4 =±V-ii kvaðralið, 



og þegar það er kvaðrerað, kemur eínníg — 1. 

Höfuðreglan um þessar mörgu rætur verður hér ekki framsett. 
En þeír sem numið hafa trigonometriu, geta lesið Ramusar 
Algehra og Functionslœref bls. 145. 

255. í undangangandi tölulíðum (253) (254) er einungis 
talað um ræturnar af + 1 og — 1. En þegar menn vita þær, 
er hægt að finna imaginœru ræturnar af öllum tölum, hvort sem 
þær eru positifar eða negatifar. I>ó útheimtist einnig, að menn 
kunni að útdraga eina reala rót af tölunni (hvað ekki hefír enn 
nú hér kent verið nema með tilraunum). Setjum nú, að talan, 
sem imaginœru ræturnar eiga að dragast út af, sé a, og aðal- 

n 

rót hennar (radix principalis) sð Ya, þá er 
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f 



n n n n 



I>á er aiiðséð, að allar ntu ræturnar af a fást með því að 
margfalda aðalrótiDa af a með öllum nta rótunum af 1. Sömu- 
leiðis er. 

n n n n 

V-a= V^~:ir== V«V-i, 

sem segir, að ntn ræturnar af — a fáist með því að margfalda 
aðalrótina af a með ðllum ntu rótunum af — L f>annig er þá 
yfir höfuð. 

1 n i 

(+ o)» = Va (+ 1)" . 

256. Dæmi : 
Að finna 4í>u ræturnar af 625 og — 625; þœr eru: 

(+ 625)i = V625 (+l)i == 5 . + 1 = 5 

(+ 625)1 = V625(+ l)i == 5 . — 1 = — 5 

(+ 625)i = V625 (+ l)i = 5 . + V~i = ^ V~i = V'^ð" 

(+625)i= V625(+l)l=5. — V~i= — 5V~i=— V^- 

Að 5 er 4í)a rót af 625, sést af 5 . 5 . 5 . 5 = 625. 

Að — 5 er 4íia rót af 625, sést af — 5 . — 5 = + 25 og 
25^ = 625, sem er quadratum quadrati eða bíkvaðrat af — 5. 

Að 5V~i er Al^ rót af 625, sést af (5V~i)^ = 25 . — 1 
= — 25, og (— 25)2 ^ ^ 625. 

AÖ — 5V~i sé 4í)a rót af 625, sést af (— 5V~i)^ = 25 . 
— 1 = — 25 og (— 25)« = + 625. 

Sama er að segja um V--2ð og — V—^S) Því kvaðralið af 
hvorutveggju er — 25, og kvaðratið þar af er + 625. 

Enn framar: 

(— 625)i=V625(-l)i= 5(Vi+VÍV~i)= 5Vi+^VlV=i 
(-625)l=V625(-l)i= 5(Vá-ViV-0= 5Vi-5ViV~i 
(-^625)i=V625(-l)l=5(-Vé+ViV~i)=-5Vi+5VéV~i 

(— 625)1=V625(— 1)1=5(-VÍ— VáV~i)=-5Vi-5ViV~i- 
Til að reyna, hvort þcssar hér settu rælur eru réttar 4^« rætur 

23* 
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af — G25, verður að kvaðrera hverja þeirra Ivisvar. Tökum fyrst 
5\/í + öVi V~i, og kvaðrerum bana eptir (54, -A), og setjum 
a = 5Vi, og 6 = 5Vi V~ij Þ^ verður 
a? + 2a6 + 6« = 25 . 1 + 2 . 5V* . 5Vi V~i + 25 . * . — 1 

= 25 . 1 + 50 . i . V~i — 25 . J 
= +25V^i. 

þegar þetta 25V~i ^^ aptur kvaðrerað, kemur — 625. Sömu- 
leiðis má kvaðrera 5V* — ^ V* V~i ^P^ír (5^> P)> þannig : 
a^ — 2ab + h^ = 25 . i — 2 . 5Vi . 5V* V~i — 25 . i . 1 

= — 50 . J . V~i 

= — 25V^i. 

j>egar þetta — 25V^i er aptur kvaðrerað, kemur — 625. 
Yér getum nú, ef viljum, kvaðrerað næstu rót með margfðldun, 
þannig : 

— 5VÍ + 5Vi V~l 

— 5V* + 5Vi V^l 
25 . 4 — 25 . í V~i 

— 25 . i VITi _ 25 . 4 . l 

3ir 



25 .4 — 2.25.iV-i — 25 . 4 
= — 25V~i, 
þctla aptur kvaðrerað gefur — 625. 

Sé nii farið eins með seinustu rótina — 5Vá — 5V5V~i> 
þá verður kvaðratið = +25V~i, og bíkvaðratið = — 625. 

257. I>að er kallað líking {œguatio), þegar sama stærð er 
sett eða ákvörðuð báðum megin við jafnaðarmerkið. (En um 
Ifkíngar áformum ver aðtala síðar í iíkingarfræðinni). £n afþví, 
scm vér höfum sagt um binar ýmislegu rœtur sömu stærða, þá 
lciðir það, að stundum kunna að vera mismðrg verð {valor; 
valores, þegar fleiri eru) bægra megin og vinstra við jafnaðar- 
merkið, t. d. 

in 

a = \/b. 
Yinstra megin beHr þessi líking 1 verð eða gildi a, en bægra 
megin befir biin tvö verð, ef m er jöfn tala, en eilt, ef m er 
oddatala. En sé fmynduðu ræturnar taldar með, þá skrifa menn 
líkinguna beldur þannig: 

a ^ b"^' 
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8V0 er lOO^ = 1|00|00 3 stuðlar og 3 rótarstaOr, 
lOOO^ = 1|00|00|00 4 stuðlar og 4 rótarstafir. 

I>ar má þvf œtíð fá fyrsta staf rótariDnar út af stuðlínum, sem 
er næstur vinstrí hendi eptír áðurskrifaðri töflu, þvf annaðhvort 
stendur stuðuHínn nákvæmlega f töflunni, og er þá rót hans hinn 
fyrsti stafur hinnar eptirleituðu rótar, ellegar, ef fyrstí stuðull 
stendur ekki í töflunni, þá á að taka hið næstminna kvaðrat, sem 
stendur f töflunni, og er þá rót þess hinn fyrsti stafur hinnar 
eptirleituðu rótar. Evaðratið af þessum staf skal dragast frá fyrsta 
stuðh', og hinn næsti stuðuU færast niður til afgangsins. Ðæmi upp 
á regluna um hinn fyrsta rótarstaf skal vera talan 4096; skerum 
vér hana sundur f stuðla og sjáum, að rótin verður tvfstöfuð, 
þannig : 



36 



96 = 6. 
00 



4 96. 

Fyrsti stuðull er hér 40, hið næstmínna kvaðrat f töflunni er 
36, og kvaðratrót þess er 6, því 6 sinnum 6 er 36 (en það eru 
raunar hér 36 hundruð, og má skrifa núllin, ef vill, en það má 
líka sleppa þeim, en undirskilja þó). Nú er bersýnilegt, hvers 
vegna annar stuðull 96 á að færast niður til afgangsins, sem er 
4. Nú vantar oss síðara staf rótarinnar, og set eg þvf punkt 
aptan við hinn fundna rótarstaf 4, af þvf eg víl engan staf setja 
þar, meðan eg veit ekki, hver hann er, einingastafurinn rótar- 
innar. En hann liggur þó í afganginum 496, og á að flnnast út 
úr honum. 

259. ' Framhald. Hvemig hinn annar rótarstafur verði fund- 
inn. Aðferðina til þess kennir oss kvaðrat binomii 

(a+bf = a^+2ab+b^ . . . • (54, A). 

Vér vitum eða fmyndum oss, að rótin sé tvfstöfuð eða hafi f 
sér tugi og einingar. a eru tuglr rótarlnnar, en b einingarnar. 
Yér höfum f undanganganda dæmi fundið tugastaflnn eða tugína, 
og vitum, að a = 60; er þá eptir að fínna eíníngastafinn. þar 
nú f kvaðrati binomii a^+2ab+b^ fyrsti liðurinn á^ er ekki í 
bókstöfunum blandaður með b, þá er hann í þessu dæmi al- 
kunnugur orðinn, þá má skera þann lið frá a*+2a6+6*, þannig: 
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\/a^\+2ab+b^ = a+ 



a« 



+2ab+b^. 

Hér er þá eins langt komíð í bókstafadæmi þessu, nefnilega : 
tugirnir a eru kvadreraðir og dregnir frá hinú gefna kvaðrati ; er 
þá eptir 2ab + b^ = 496. Nú er hægt að flnna 2a, þar vér 
vitum a, eða hinn fundna tugastaf rótarínnar, það á því að tvö- 
falda hinn fundna rótarstaf, þá fæst tala, er skal deila 2ab með, 

til að fá 6, þvi -^- = 6. |>annig fæst 5íbókstafareikningnum. 

Eins má fara að í tölunum, þó með þeirri varúð að taka stund- 
um ekki hinn fulla kvóta, þó heii taia sé, því kvaðratið af eln- 
ingastafnum b, nefniiega b^, kann að hafa tugi, sem þá hlaupa 
saman við 2ab, sem eru tugir. í talnadæmi voru tvöfðldum vér 
þá 6 ; kemur Í2, sem er divisorinn; með lionum deilast 49 tugir, 
en vér skiljum eptir einingastafínn 6; koma nú 4 í kvóta, sem 
er einingastafur rótarinnar. þessi nfi rótarstafur verður að próf- 
ast, með þvf að margfalda deilínn með honum, skrifa productið 
undir deilinn. En framar skal kvaðrera hinn nýfundna eininga- 
staf rótarinnar og skrifa einingastaf kvaðratsins undir einingastaf 
afgangsins, sem i talnadæminu hér er 6, leggja svo saman 2ab 
og 62 ^ 2 . 60 . 4 + 42 = 480 + 42 = 496. Verði þetta 
nýja 2a6 + b^ i tölunum jafnt hinu fyrra, sem framkom við frá- 
dragninguna, er rótín nákværolega útdregin. Yerði hiðnýja 2a& 
+ b^ of stórt til að dragast frá hinu fyrra, þá verður að minka 
kvótann b, þangað tii frádregið verður, en ekki lengur. Form 
reikningsins verður þá svona: 

Rótin. 

Ya^\+2ab+b^ = o + ö 
a2 



+2ab+b^ 

deilir • • • • (2a) 

í 2ab 
leggsaman | ^52 



2ab+b^ 



0. 
Eptir þessu formi á nú að þræða i tölunum 
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V40|96 = 64 
36 

496 

2o = (12). Deilír = 2 . 60 = 120. 

2a6 == 48. = 2 . 60 . 4 = 480. 

6* = 16 = 4* 

496 



0. 
I>ar 2ab-{-b* = {2a+b)b, þá má stytta þenna reikning með 
þvi að skrlfa kvótann b aptan við deilinn 2a, og margfalda sið- 
an þetta 2a+b með b, þannig: 

Vo«|+2o6 +6« = a + b 



o« 



2o6+6« 

2a +6, deilir + kvóti. 

2a6+6« 



0. 
Og alt eins f tölunum 

V4Ö}96 = 64 
36 



496 

2a+6 = 124 

(2o+6)6 = 496 



0. 

t>elta getum vér einnig borið saman við kvaðreringu, þanníg: 

60 + 4 
60 + 4 

3600 + 240 

240+16 



3600 + 480+1 6. 

Ðœmi upp á I>að, þegar ekkí má taka hinn hella kvóta fullan, 
er þetta: 
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\/3|24 = 18 Hér er 2 f 22 11 sinnum; en það er œtíð 

1 vfst, að kvólinn má aldrei vera > 9. En 

224 hér er ekki nóg með það, þvf ef eg tek 9 

28 fyrir h, þá verður 2a + 5 = 29, og það 

224 margfaldað með 9, gefur 261, sem er>224. 

0. En þoið tekst að láta 6 vera 8. Menn verða 

þannig f þessu stundum að reyna nokkuð 
undan sér. 

260. þegar staðrnir f kvaðratinu eru fleiri en svo, að þeir 
fylli tvo stuðla, þá gíldir sama bókstafaforskript, þvf þá má skoða 
töluna fyrst svo, eins og seinastí stuðullinn næst bægri bendi 
vœri enginn, t. d. 

2|07|36 = 207 bundruð + 36, 

þvf þegar búið er að flnna \/Yoi , þá verður sú rót nýtt a, 

þegar stuðuUinn 36 síðan kemur til skoðunar, þannig: 

a b 

. ab 

\/2|07|36 = 144 rótin. 

1.. 



107 . . = 107 bundruð. 
2a+b = 24 . . = (2 . 10 + 4) bundruð. 
(2a+ft)6 = 96 . . =96 bundruð. 

1136. 
2a+ö = 284 = (2 . 140 + 4) einingar. 
(2a+6)ö = 1136 einingar. 

0. 
I>etta berum vér nú saman við kvaðreringuna 
140 + 4 
140 + 4 
19600+560 

560 + 16 



Uér 


er 


a — 


10 


b — 


4. 




« 


Her 


er 


a — 


140 


b — 


4. 



19600 + 1120+ 16 = 10000 + 9600 + 1136. 
Addendi bægra megin við jafnaðarmerkið eru bér binir sömu, 
sem subtrahendi í rótarútdrættinum, og summan af addendis er 
20736. 

Sama er aðferðin, bvað margir stuðlar sem f kvaðratinu verða. 
I>egar nýr stuðuU færist niður til leifanna, þá verða allir binír 



862 



fengnu rótarstaflr nýtt a, en hinn nœsti eptirleitaði rófarstafur 
hiö nýja b, 
Nú viljum vér flnna kvaðratrótina af 54007801. 
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00 



78101 = 7349 



5 00 ... . a b 

2a+b =143.... =2.70 + 3 
(2a+b)b = 4 29 .. .. 

7178.. a b 

2o+ft = 1464.. 2.730 + 4 
(2a+b)b = 5856.. 

132201 a b 

14689 2.7340 + 9 
132201 



0. 
26 1 . I>egar draga skal kvaðralrót út af tugabroti eða bland- 
inni tölu, sem tugabrot er við, þá skal skera hana i stuðla, 
þannig að 2 stafír sé í hverjum stuðh', en fyrsta skurðarstrykíð 
skal setja þar scm komman er, halda svo stuðlaskurðínum áfram 
í heilu tölunni tii vinstri handar, en í brotinu tii hægri. pi 
kann að verða 1 stafur í stuðlinum næst vinstri hendi, en verði 
1 stafur í stuðli næst hægri hendí, þá skal fylla þann stuðul 
með núlli ; byrja síðan rótarútdráttinn vinstra megin , eins og 
áður er sýnt. 

Dæmí: Fínnum kvaðratrótina af 

456,789, 
þá gjörist það svo: 

V4|56,|78|90| = 21,372 



o^ = 



56 
2a + 6 =41 
(2a + b)b = 41 

1578 
2a + b 423 

(2a + b)b = 1269 



2a 
(2a 



30990 
b = 4267 



b)b = 29869 

1121,00 
2a + 6 = 42742 
(2a + b)b = 85484 

26616. 
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Hér varð afgangur af gefnu tölunní, og var hann 1121; við 
hann bættí eg einum stuðli = 00, til að geta fundið rótína ná- 
l^væmari; en svo varð afgangur aptur ^ 26616. Hvað lengi 
sem haldið væri áfram, kœmi hér afgangur, því yAb^lSdO er 

irrational, og þess vegnabrotið \/456,7890. 

Prófa má reikninginn, þannig: 

21,372 
21,372 

42744 

149604 . 

64116.. 

21372... 

42744.... 



456762384 

26616 Afgangurinn legst við. 

456,789000. 

Reikningurinn er réttur og rótin rétt i þremur decimölum^ 
sem fengnir eru. i>ví ef rótin væri 21373 = 21372 + 1) þá 
væri kvaðrat þessa binomii 
21372« + 2 . 21372 . 1 + 1« = 456762384 + 42744 + 1. 

Eða það, sem bættist við 456762384, yrði 

42745, 
sem er meira en afgangurinn, sem vér höfðum, og hið nýja 
kvaðrat yrði 

456805129, 
sem er um 16129 of stórt, því 

456805129 
456789000 

16129. 



262. Hvenær sem afgangur verður, þegar rót er dregin út 
af heilli tölu, þá er rótin irrationál eða ófullmæld (247). Vér 
viljum hér fínna með rótarútdrættí ófullmældu stærðina \/5, sem 
vér nefndum (246). 



36i 

\/5 = 2,23606 
a^ = 4 

100 
2a+b 42 

(2a+b)b = 84 



1600 
2a+b = 443 
(2a+b)b = 1329 



27100 

2a+b = 4466 

(2o+ö)6 = 26796 

30400 
(2a+b) = 44720 



3040000 

2a+b = 447206 

(2a+b)b = 2683236 



356764. 

Dér var deilir 2a = 4472 > deilandi 3040; komþá núll í rót- 
ina, varð þá (2a+b)b = 0, svo að minuendus 30400 kom ó- 
skertur niður. 

Hina fundnu rót má og prófa með leifapróQ (150^ þvi það er 
eins og að prófa 

223606 X 223606 + 356764, 
sem á að congruera með 
50000000000. 
þessi viðbættu lOnúU koma af þeim 5 stuðlum, sem viðbœtlir voru. 

Ef vér notum elleftarpróíið, þá er 

11 )223606 þá 22306 = 9 (mod. 11) 

20327 9 . 9 — 81 

356764 = 1 (mod. í\) 



2 4 3 3 1 



11 )356764 82 = 5 (mod. 11). 

3 2433 Sömuleiðis er: 

6 5 6 5 6 5 6 5 6 s 50000000000 = 5 (mod. 11). 

11) 50000000000 

454545454 5. 

Her höfum vér vinstra megin fundið rcsidua með því að dcila 
með 11, því sú deiling er auðveld. 
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3 4 3 6 4 

7) 305407 
43629 

7) 17280000 þá eínnig 17280000 = 3 (mod. 7). 

2768571. 
Samber um leífaprófið (150) og athugann þar við. 

266. Að útdraga bíkvaðratrói af geflnni tölu. 
f>ar bikvaðrat hínnar stærstu einstöfuðu tðlu 9, sem er 9 . 9 
.9.9 = 6561, er fjórstafað, en bfkvaðrat hinnar fyrstu tví- 
stöfuðu tölu 10, sem er 10000, hefir 5 stafi, þá á nú að láta 
vera 4 stafi í hverjum stuðii. En formulan fyrir btkvaðrati bi- 
nomii a + b fæst (meðal annars) með þvf, að margfalda cubus 
binomii með rótinni a + bj þannig : 

(a + 6)8 = a« + 3a^b + 3a6« + 6» 
a -^- b = a -}- b 

a* + Za^b + 3a«6«+ ab^ 

a^b + 3a*6«+ iab^ + 6* 



(a + 6)* = a* + 4a»6 + Qa^b^+ 4a6» + 6*. 

Fyrsti rótarstafur fæst með tilraunum út af fyrsta stuðli eins 
og við kvaðrat- og Mbikróty en deilirínn verður hér 4a^, sem 
gefur kvótann 6. 

Dæmi: Vér viljum útdraga Qórðu rót af 4477456. 

\/447|7456 = 46 
a* = 256 







1917456 




4a» 


s— 


(256). . . 


deilir. 


ia'b 


: 


1536... 




6a^b^ 


— r 


3456 . . 




iab^ 


r-^ 


3456. 




b* 


m 
m 


1296 






1917456 





e. 

I>ar rótar\'ísirinn 4 er samsett tala = 2 . 2, þá má eptir 
(240,*), finna bíkvaðratrótina, með því að draga út kvaðratrót út 
af kvaðratrót tölunnar, þvi hér er 



2-2 



ya = ya = VVa. 
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f>á má reikna þetta dæmi þannig: 

V4i47|74|56 = 2116 V21|Í6 

J 16 

47 516 

41 86 

_4j 516 

0. 



46 



674 
421 
421 



25356 

4226 

25356 



0. 



267. Að útdraga fimtu rót af geönni tölu. 

Aðferðin er svipuð liinum fyrri, en hér verður að hafa 5 stafi 
f stuðli hverjum (o: ætíð eins marga sem einíngar eru í rótar- 
vísinum). Formulan fyrir 5ta veidi binomii fæst (meðal annars) 
með því að margfalda 4<&a veldi þess með (a + ö), og verður 
þessí: 
(a + hf = a» + ha^b + lOa^ö^ + \OaH^ + ðaö* + h^. 

Dæmi: Vér viljum draga 5^^^ rót, sem um var töluð í (234), 
út af tölunni 

36893488147419103232. 
(a + 6) = a^ + (ba^)b + lOa^ó^ + lOa^ö^ + 5a6* + h^ 

V36893|48814|74191103232 = 8192 
a^ = 32768 



412548814 

5a* = (20480). . . 

5a*6 = 20480 . . . 

lOa^ó^ = 5120.. 

lOa^ó^ = 640. 

5aö^ = 40 

6» = 1 

209984401. 



deilir. 
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20256441374191 


5a* 


— 


(215233605).... deilí 


oa*6 


— , 


1937102446.... 


1 OM^ 




430467210... 


1 0a2^»3 


=^ 


47829690. . 


bab* 


— - 


2657205. 


b" 




59049 


19806301260099 






45014011409203232 


5a* 


— 


(2249601595605).... 


5a*6 


= 


4499203191210 .... 


lOa^ó^ 


— 


21974130360... 


10^2^3 




53660880.. 


5a6* 




65520 . 


6^ 




32 




45014011409203232 



deilir. 



0. 

268. Binomialtheoremið (theorema binomiále) alment eignað 
hinum nafnfræga hugvitsmanni haac Newton og þess vegna kail- 
að theorema Newtonianum (sumir eigna það hugvitsmannínum 
Paseal), er formula, er sýnir öU veldi binomii a -{- b, og hljóðar 
þannig : 

1 \ . Z 1 , Z • o 

I n(w— l}(n-2)(n-3 ) n_4.« . 

"•" 1.2.3.4 "^ 

. . . n(n-l)----(n-w»+l ^^n-m^m . 
1 . 2 • • • • m 



I>ar í er, n exponentinn veldisins, sem binomium a+ö er hafið 
upp í. Stafurinn m er sætistala liðarins, sem verið er að á- 



£n stærðirnar 



1 

n n(n — 1) n(n — l)(n — 2) 



kvarða, þannig að - a^"'^ hefirfyrsta sæti, eða m er þar= 1. 



kaliast binomialcoeffi- 



1 ' 1.2' 1.2.3 
cientar, Exponentinn við a^ er hinn sami sem við (a+6)"; síð- 
an fara exponentamir við a alt af minkandi lið eptir lið'. þar 
á móti fara exponentamir við b ait af vaxandi, unz seinasti lið- 
ur verður 6" eða a°6". Er þá orðið m = n, svo að n — m 
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== 0, og í öllum liðunum er summa exponentanna við a og h 
ælíð = n. Liðurinn 

n(n-- 1 ) ' - " {n—m+ 1 ) ^,^ _ ^^^ 

1.2 m 

or því ckki einungis seinasti liður, heldur hinn svo kailaði al- 

menní liður {terminvs generalis), eða liðanna almennaniynd (67). 
í coefficientunum eru factorarnir ætíð jafnmargir í leljaranum, 
sem nefnaranum, t. d. vilji menn finna 7^^^ veldi hinomii a + 6, 
þá er: 
(a^W = a' + í n^l +] .'-^ a^l^ + [:f:|«^.3 + j^|:^ „a,. 

'^l."2".3~.4.~5'^ "'■1.2.3.4.5.6 "^1.2.3.4.5.6.7 
= a^ + 7a«6 + 21^^62+ Zha^b^ + 35^3^*+ ^Xa'^b^ 
+ 7a66 + h\ 
I>anníg þurfa menn ekki að iitreikna hin undangangandi veldi 
af a + 6, heldur má stökkva strax upp í hversu hátt veldi sem 
menn vilja. 

269. Coefficientana í hinomiáltheoreminu táknar professor 
Ramus þanníg: 

I jí"^ /i^") /1^") 4^") .1^") >i^") i i^\ 

1, iii , il.^ ^ ^3 í ^4 •••• ^m •••• ^n-l^ *• (a). 

Coefficientinn við fyrsta lið er œtíð I, sömuleiðis við seinasla 
lið, ef vel(]is€»T/?07itfnímn er heil og positif tala. Exponentinn 
{n) í svigunum merkir hér ekki, að coefficientinn A eigi að hefj- 
ast upp í nta veldi, heldur táknar hann exponent þess veldis, 
sem hinomium (a+6) það sinn er hafið upp í, og sem þessi 
coefficient á heima í. Neðan til við þessa coefficienta eru m- 
dexar, sem sj'na, hverjum lið þeir heyra. ^^ stendur í 2"m Hð. 

Ai^ táknar coefficientinn við hinn almenna lið. A^^i er coeffici- 
entinn við næstseinasta lið, og það af því, að í sérhverju slíku 
veldi hinomii a-\-b eru n liðir eptir hinn f>rsta lið, og þess 
vegna hinn næsti hinum seinasta táknaður með index n — 1. Ept- 

ir þessu verður þá : 

(n)___ n M__ ^'^í»— n >i(ii)__ »(n-— l)(n— 2 ) 

Ay - j , ^2 - ,^2 ' "^3 - l .2.3 ' 



, (n) n(n— 1 )(nT-2) (n— /?/ + 1 ) ... 

'*■" = 1.2.3 ■■•■ ». *^'- 



24 



* 
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Binomialtheoremib skrifast þá þannig með Ramusar coeffici' 
entitm : 

(a+ö)" = a" + ^ÍV-i6 + 4"^a"-V + >l^"a"-V .••- 
....yl^^^a"~°»6" \- 0"" (y). 

270. Sönnunina fyrir binomialtheoreminu hafa n^enn ýmis- 
lega. Ein er þannig löguð sem hér segír: Hvað bókstafína a 
og h sncrtir, þá fellur strax í augun, að exponentarnir við a 
fara minkandi, og þeir við b fara vaxandi. |>að er þá einungis 
lögmál coefficientanna (269, P), sem sanna þarf. Verði það nú 
sannað, að þegar lögmálið (269, P) gildir við eitt veldi, þá verði 
það einnig að gilda við næsta veldi fyrir ofan, verði þetta, segi 
eg, einungis sannað, þá er h'ka undir eins sannað, að sama coef- 
fcienta lögmál gildi fyrir öll veldi, og bregðist aldrei. Setning- 
in, sem sannast á, er þá þessi : £f lögmáhð giidir fyrir n^^ 
veldi, þá gildir það einnig fyrir (n+l)ta veldi. 

Vér höfum séð bæði af (54, A og B), sömuleiðis af (266) og 
(267), að sérhvert (n+l)ta veldi fæst með því, að margfalda sér- 
hvert nta veldi með binomio (a + 6), eða að reglan er 

(a + 6)"+* = (a + bf(a + b), (a). 

En þetta aptur verður sama sem 

(a + 6)" a + (a + 6)" b 

eða (a + 6)" margfaldað fyrsl með a, og síðan með 6, og þar 
næst lagt saman. 

Nú rekjum vér í sundur (a + 6)" í endalausa series með ó- 
ákvörðuöum coefficienfum og höfum til þess Eamusar coefficienta, 
þannig : 

(a+bf = a« + ^^;V-»6 + ^J^a"-V + j\^^V~^b^ + 

A\n^^b\+ (P). 

J>essa series margföidum vér fyrst með a, kemur 

{a+b)''a = a"+l + A^^Vb + 4'^«""^^' + A'^a''-^^ -{ (y), 

síðan hina sömu með ö, kemur 

(a + 6)"6 = a"6 + A^/V"*^" + AfV^H^ H (8). 

Nú leggjum vér saman hinar margfölduðu raðlr, kemur 






{a + 6)" (rt + ö) = a"+' + I aV'J o"6 + 4°') a"-'*^ + 



[:'•] 



(n) 



A^^^\ 



Al3"^(a"-^63 .... (e). 

Eptir (a) skal þetta product vera sama sem (a + 6)n+ij þess 
vegnaverðum vér í (g) að setja n + Ifyrirw, svo nlS formula s(\ 
hljóði iipp á (n + l)ta veldi, þannig: 

(a + 6)"+i = a"+i + ^f+^W + A^^+^^a^-^b^ + 

Nú förum vér þá að ákvarða coefpcientana \ {a + 6)"+S sem 
hingað til hafa verið ókunnir, og það gjörum vér með því að 
jafna saman coefpcientunum i (?) og (s), þannig: 

^í;+^) == 4^ + 1 
4+'^ = 4^ + ^;") 

4^"+^) _ 4(") , j(n) 
^3 = ^3 + ^2 

og yílr höfuð 

At+'' = ^ií:^ + ^::;Lt. h). 

Með orðum sagt: 

Sérhver (mtí) coefficient í sérhverju veldi er eins og sama sætis 
coefficient í næsla lægra veldi að viðlögðum coefficientinum, sem 
þar er næst fyrir framan. 

271. Athugasemdir. þó sönnun vor sé ekki enn til lykta 
leidd, þá látum vér standa svona um stund, til að skýra nokkur 
atriði í henni. 

1. Ramusar coefficientar (269, a, y) sýna ekki binomialcoef- 
ficientana, eins og þeír eru í (269, P), heldur notum vér þá fyrst 
um sinn sem óákvarðaða og öldungis ókenda coefficienta, þangað 
til vér höfum sannað, að 

(n) __ n_ 
Ai - j 

,(n) n{n—\) • 



,(n) n(n— l)(n— 2) 
1 



A'^ = — : ^ 1;^ — 0. S. frv. 
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2. Eptir samlagningarregliinum (21) mátti ekki leggja saman 
raðimar y og 5 í (270) eins og þær stóðii, heldur varð að skrifa 
liðinn a^b i röðinni 8 undir liðinn .4 1" V'6 í röðinni y, þannig : 






aösummanís yrði (Aj +í)a"6 

því eptir (21) má ekki leggja coefficienta saman nema bókstafir 
og þeirra exponentar sé hinir sömu. Eins er með hina aðra 
liði í þessum series. 

3. Að setningin tj í (270) standi heima, sést af þessum fyrstu 
^mowíaZveldura : 

(a+b)'> = a^ + ob = \ 

{a-\-b) = a + 6 

(a+bf = a2 + 2ab + b'' 

(a+b)^ = a^ + Za'^b + Zab^ + b^ 

(a+b)^ = a* + Aa^b + Ga^ó^ + Aab^ + b^. 
í 4^a veldi t. d. er 

a(^^= 4 = 3+1, 
nefnilega 3 við a^b, og 1 við a^ í 3ja veldi. 

A^^^= 6 = 3 + 3 
A^^)= 4 = 1+3 
a(^)= 1=0+1 

A^^)= = + 0. 
Eins má bera 3.1» veldi saman við 2aí) veldi, þannig: 
A^^)=. 3 = 2+1 
^(^^)= 3=1+2 
A^p= 1=0+1 

A^^^= = + 0. 
Eins má bera 2a^ veldi saman við m þannig: 

A^^^== 2=1 + 1 
A[P= 1=0+1 
^(^2)= = + 0. 
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r 



Eins má bera Ita veldi saman við 0^^. 
^(])= 1=0+1 

Ay>= = + 0. 

272. Nú förum vér eiginlega að sanna það, að ef (269, P) 
gildir fyrir eitthvert tiltekið veldi, svo sem hið nta , þá gildir (269, P) 
einnig fyrir næsta veldi þar fyrir ofan, nefnilega fyrir (n+l)ta 
veldi; því eptir (270, t]) höfum vér 

en geflð er /y^ = -" (269, ?), 

þá 4+'' = T + '• 

Gjör samnefnt -j — (- — = -~- 

., .(n+l) n+1 

þa At~= . 

Sömuleiðis höfum vér eptir (270, t]) 

r * n(n— 1) , n . 2 

gjor samnefnt = ^ ^ + í — 2 ' 

Hinn sameiginlegi factor n í þessum addendis skal útilokast 

með [], en hinir ósameiginlegu factorar (n— 1) og 2skulu setj- 

ast fyrir innan 

^ n[(n— 1) + 2] 

1 . 2 
__ n [n —1+2] 
1.2 

n[n + 1] 

~ 1.2' 
Setjum stærra factorinn vinstra megin í teljaranum 



.(n+l' (n+l)n 



'^ 1.2 

Nú komum vér til þriðja liðar 
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.1Í,"+'U 4')+ 4") eptir (270, 7)), 

n(n— l)(n— 2) , n(n— 1) ,„ 

gjörum samncfnt, með því að margfalda síðara liðinn f ieljara og 
nefnara með 3 

(ii-j-i) __ yt(n— l)(n— 2) n(n— 1) . 3 
^ ~ 1.2.3 "*" 1.2.3- 
Hinir sameiginlegu factorar n{n — 1) úlilokast, en hinir ósam- 
eiginlegu (n — 2) og 3 setjast fyrir innan [ ] til að adderast 
^ n(n-l)[(n~2)+3] 

1.2.3 
_ n(n— l)[n+ 1] 
1.2.3 " 
Setjum slœrsla factorinn vinstra megin, svo þeir standi eptir 
röð stærða sinna 

(n-L.!) (n+l)n(n— 1) 
^^ = 1.2.3 • 

Nú viijum vér álívarða fjórða lið 
^(„+,) _ ^^a.) ^ ^n) ^pj,^ ^270, -ri), 

M(w-l)(n-2)(n-3) , «(n-l)(n-2) _.;„,^^^ „ 

1.2.3.4 + 1- , 2 . 3 ^P^'^<^^9'Þ)' 

gjörum samnefnt 

^ n(n--l)(n— 2)(n— 3) n(n— l)(n— 2) . 4 
1.2.3.4 "•" 1.2.3.4. 
lítilokum sameiginlegu factorana n{n — l)(n — 2), en ínnilokum 
hina ósameiginlegu (n — 3) og 4 

^ n(n— l)(n— 2)[(n— 3 )+41 

1.2.3.4 
^ n(n— l)(n— 2)[n+l] 
~ 1.2.3.4 
,(u+i) __ (n+l)n(n— l)(n — -2) . 
^ "" 1.2.3.4 

Loksins tökum vér coefficientinn við hinn almenna líð 

A^+'' = At' + ^L"-i (270, -n) 

(u) n{n — 1) (n — m+1) 

1 .2 •••• m 



aZ' = ': .' „^ ■ (268) 



(ii) n{n — 1 )• • • •(n — m-\-2) 

"'-^~ 1 . 2 •••• (m— I) 



377 

I>ar (m — l)ti liður gengiir næst iindan mta lið, þá á scinasti 
factor i teljara (m — l)ta liðar (n — m-\-2) að vera 1«»" meiri en 
seinasti factorinn í teljara mta liðar, sem er (n — m+1) eða 
(n— m+1) + 1 = (n--m+2). 

Vér táknum þá samlagninguna þannig: 

(n+l) n(n — 1 )' ' * '(n — m+1 ) n(n — 1 )- » « »(n — m+2) 

°^ ~" 1 . 2..-- m "•" 1 . 2...« m—l ' 

Gjörum samnefnt með því að margfalda seinni coefficientinn i 
teljara og nefnara með m 

n{n — l)..-.(n — m+1) n(n — l)....(n — m+2)m 
I.2.... m 1.2.... (m — 1) . m 

Útiiokum nii sameiginlegu faclorana n(n — 1) (n — m+2) úr [ ], 

en innilokum liina ósameiginlegu (n — m+l) og m; kcmur 

n(n — 1 ) • . • • (n — m+2)[n — m+ 1 ) + m J 

1.2 m 

n{n — !)..•• (n — m+2)fn+ 1 ] 
1.2.... m 

Röðum loksins factorunum eptir slærð þeirra, verður 

.(n-Ll) (n+1 )n(n — 1) (n — m+2) 

™ 1.2 .... m 

Berum nii saman lögmál coefficientanna i ntaveldiog (n+l)ta 
veldi samkvæmt (269, p, y). 
Lögmálin í nta veldi eru þessi : 

1. Coefficientarnir geta skoðazt sem brot, með jafnmörgum 
factorum i teljara og nefnara. 

2. Factorarnir i teljaranum ganga eptir náttúrlegri aplurá- 
baktalningu, en í nefnaranum eptir áframtalningu. 

3. Apturábaktalningin byrjar á veldisvísinum n, og endar á 
tölu, sem er (m — 1) minni en hann. Áframtalningin byrjar á 1 
og cndar á m. 

Alt þelta á sér fullkomlega stað í (n+l)ta veldi. Áframtaln- 
ingin byrjar á veidisvísinum (n+I) og endar á (n+1) — (m — 1) 
= (n — m+2). 

Dæmi. Annað veldi 

(a+6)2 = a2 + 2a6 + tí^ 

getum vér skoðað sem 

2 2 1 

a^ j^ ± ab + j^ a^b^ 
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þegar coefficientarnir eni jafuir, þá fylla indexar þeirra veld- 
isvísinn n, og þegar indexarnir fylla veldisvísinn n, þá eni coef- 
ficientarnir jafnir, eða þar er : 

.(") _ M 

Skoðiim fyrst hér í 6ta veldi 

'^ I ^6 — I 

f>að er a'^^) = A^^ . Ilér er 1 + 5 = 6; og munum til 
þess, að indexinn í Ramusar binomialcoefficientum er ætíð hinn 

seinasti factor í nefnaranum (269, P), eins og terminus generalis 

' ' TTv A^) 6 .(6) 6.5.4.3.2 ,. 

synir. Hér er A\ ' = --,enifV. ' = ; ^ ., , — - ogeruher 

« 1 ^ I.z.d.4.5 

sameiginlegir factorar i teijara og nefnara þessir: 2.3.4.5 á- 
fram taldir í nefnaranum, en aplurábak taldir í teljaranum. Vér 
getum því stytt brotið með þeim. Kemur þá 

a(') = -^ =a(')- 

þannig er þá coefficientinn við ab^ hægra megin, eins og við 
a^b vinstra megin. þess vegna, eins og hér er summa expon- 
entanna eða veldisvísirinn = 6, svo er og summa indexanna = 6. 

Skoðum nii næstu coefficienta sinn frá hvorri hendi 

^<') = AÍ") 

,- 6.5 6.5.4.3 

pað er - — - og -; — r — r — , 
^ 1.2 '^ 1 .2.3.4 

þar indexarnir sýna seinustu factora nefnaranna. 

Nú með því hinn fyrri coefficient h'ggur vinstra megin í hinum 

síðara, þá afmörkum ver hann með standstryki í honum þannig: 

(6) _ 6 . 5 .| 4 . 3 

4 — 1.2.13.4 

t f\\ 
og skoðum svo báða samskevtta. Sameiginlegir factorar í A\^' 

eru hér 3 og 4, áframtaldir í nefnaranum, en apturábak taldir í 

tcljaranum; og þegar stytt er með þeim, verður 

4 19 2 

■ . /w 

Hér er summa indexanna = 6, og exponentanna við a og 6 
eða veldisvísirinn = 6. 
þessu næst komum vér lil miðjunnar 



381 

"^3 ^ ^6—3 

G.5.4 6.5.4 

^^^ 1.2.;^ ~ 1 .2.3- 
Hér er ekki um Ivent að gjöra, heldiir eitt, og her eni engir 

sameiginlegir factorar í teljara og nefnara. t>annig verður 

miðjan, þegar \e\á\S€X})onentinn er jöfn tala. 

Nú Yiljiun ver sjá hið almenna samskeytta form hins minna 

indcxar m og hins stærra indexar n — m. 

j Slærsti sam- Minsti 

Ósameiginlegir factorar eiginl. fac- Sameigínl. factorar. sameig- 

tor. inl. fact. 

n(n — 1) (n — w+1) (n — m) (n — m — I) (wi+l) 



1.2 m I (wi+I) (m+2) n — m 

JMinsti sam- Slærsti. 

Ósamciginlegir factorar. eiginl. fac- Sameiginl. factorar. sameig- 

tor. inl. /ací. 

Eplir terniinus generalis standast á hinir seinustu ósameigin- 
legu factorar (n — w?+l) í teljaranum og m ínefnaranum. fess- 
ir eru her mcð standstryki greindir frá hinum sameiginlegu fac- 
torum hægra megin minkandi og vaxandi á misvíxl. Ilinnstærsti 
sameiginleigi factor n — m er cinum minni en (n — m+1) í telj- 
aranum. Ilinn minsti sameiginlegi factor m+1 er einum meiri 
en m í nefnaranum. Röðin í leljaranum endar líka á m+l,en 
í nefnaranum á (n — m), sem er sá index, er fyllir indcxinn m 
til að verða = n, en verður þó að vera stærri en m, því ann- 
ars gæti hann ekki staðið hægra megin, þar röðin vex í hægri 
hönd. Index m verður því að takast <; ^n, ef hann á að standa 
vinstra megin. 

Berum vér nú saman t. d. 3ja og S^a coefficient i llta veldi, 

þá er 

11 . 10. 9.18.7 .6. 5 . 4 ,^, /Ti) jin 

1 .2.3.14.5.6.7.8 == ^^^ =^3 ' = ^k ^ 
Berum og saman 4^a og 7<ía coefficient í sama veldi; þá er: 

11.10.9.8-1.7.6.5 «oA >.(i^) 4(11) 
1 . 2. 3. 41.5. 6. 7 ==- ^^^ =^4 ^ - ^V ^ 
Nú hinn 5ta og 6ta : 

1.2.3.4.5.G ö 6 
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nér falla hinn stærsti og minsti sameiginlegi factor saman í 
einn, sem er 6. Nú er komin miðjan, sem er tveir coefficient- 
nr jafnir, eins og vant er, þegar ve\á'isexponentinn er oddatala. 
Ilér í þessiim tökilið köllum vér einungis sameiginlega factora 
þá sem nefnast við áframtalning og apturábaktalninguna í bi^ 
nomialcoefflcientunum, en ekki þá sem þessir factorar kunna 
aptur að leysast upp í. Fjöldi þessara hér umtöluðu sameigin- 
legu factora er ætíð = n — 2wi, þegar m er hinn minni index, f>elta 
má bezt sjá á nefnaranum í hinu almenna formi með því að 
draga minni indexinn frá hinum meira, því þá er (n — m) — m 
= n — 2m, J>egar menn vita indexa beggja hinna jöfnu coef- 
fícienta^ þá er hægasti mátinn til að fínna fjölda hinna sameigin- 
iegu factora að draga minna indexinn m frá hinum meira n — m, 
eins og sést á nefnurunum almenna formsins og dæmanna. 

Ef indexar coefficientanna ekki fylla veldisvísinn, þá eru coef- 
ficientarnir ekki jafnir, því þá vantar hina sameiginlegu factora, 
er slytt geti hið lengra brot, svo það verði að hinu styttra vinslra 
megin við standstrykið. |>ar verða þá hægra megin við stand- 
strykið annðhvort engir sameiginlegir factorar, heldur einungis 
ósameiginlegir, ellegarþar verðabæði sameiginlegir og ósameigin- 
legir factorar, og þessir ósameiginlegu gjöra það, að lengra brotið 
verðurekki stytt, svo að framkomi hið styttrabrot, sem er vinstra 
megin við standstrykið. 

Vér viljum nú gjöra það Ijósara, að þegar coefficientamir eru 

jafnir, þá fylli indexarnir veldisvísinn, og tökum til þess dæmið 
A^g ' = A^g ' hér að framan. Vér vitum, að ef þessjr coö/f/- 
cientar eru jafnir, þá er : 

3 

11. tO.9.8.7. 6.5.4 . II. 10.9 
12 3 45678' 1.2.3 



ellegar 



n .Ji)^.8.7. 6. 5.4 1 .2.3 ^ 11.10.9.8.7.6.5.4.3. 2. 1 _ 
r. 2.3.4. 5. 6.7T8 ^ il. 10.9 ~" 1 . 2.3.4.5.6.7.8.9'.10.1 f ~ * 

Uérsést, að 3 og 8 fylla 11, því töluruar fyrir aptan 3 ínefn- 
aranum eru 8, því teljariun telur þær apturábak. Eins er með 
8 í nefnaranum. Tölurnar þar á eptir eru 3, því teljarinn telur 
þær aptur á bak. 
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Til að sanna, að þegar indexarnir fylla veldisvfsinn, þá sé 

coefficientarnir jafnir, má og gjöra brotin A^ og il„"lm sam- 
nefnd, sem nú skal greina. Vér höfiim terminus generalis hljóð- 
anda iipp á index m í (269, P); en vér þiirfiim að útvega oss 
hann fyrir index n — m, og það gjörist með því að innsetja 
(n — m) í staðinn fyrir m í hinum (269, P) eða einúngis í hinn 
seinasta factor í teljara hans. þá verður 

fi — m + 1 = n — (n — m) +1 =n — n + m + l^m+íj 
svo seinasti factor teljarans verður þar = m + I. ^á verður 

(n) n(n — 1 ) " " (n — m + 1 ) 

"^ "~ 1 . 2 •••• m 

.(n) njn — í)'-"(m +t) 

^(n-m) —1.2 ""(n—m). 

Til að gjöra brotin samnefnd, má margfalda hvors brots teljara 
og nefnara með hins brotsins nefnara eptir (93), þannig: 
n(n — !)•••• (n — m + 1 ) . 1 . 2 • • • • (n — m) 
(1.2 •••• m) (I . 2 ••••(n— m)) 

n(n — ^^••••(m + l) (I . 2""m) 
(1 . 2 ••••n — m) (1 . 2""m). 

Nú þarf að raða factorunum í teljurunum eptir stœrðum þeirra, 
að svo miklu leyti sem verður, þannig: 

(n) n(n — !)••-• (n — m+l)(n — m)'«^-2.1 

™ ~ 1 . 2 ••••(n— m)(l . ^••••m) 

(n) n{n — 1) (m+1) m 2.1 

^n-m— 1 ^ 2 ••••(/i— m)(1.2----m). 

Nefnararnir eru hinir sömu, cða brotin samnefnd, en teljar- 
arnir eru óslitin factoravöb: 

n(n— 1) 1 

og þess vegna einn og hinn sami teijari. 

Tökum vér dæmið, sem vér höfðum áður 



þá er 



^3 8 



Sameiginlegir factorar 



11 . 10.9.8.7.6.5.4.3.2. 1 nJO.9 ,. . « --.. 
( 1 .2.3.4 . 5.6. 7 .8) (1 . 2 . 3)'^ 'l . 2 .3"" " ' '^''* '"" ^^^ 

Sameigínlegir facforar. 
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275. f>egar vér í (274*) höfðum gjört coefficientana A^^^ 
og -^nl-in samnefDda, þá feDgum vér terminus generalis f coef-- 

/ícíeníaröðinni 

ín) ti(n — \)j_ 1 

"* ~ ry 2'-'- • • (n—m){ 1 .2^ . • • wi> 
Setjum nú n — wj=p, þá verður p-\-m=n, og gætum þess, að 
indexinn m er sama tala, sem exponentinn við b. Verður þá 
l) eins og exponentinn við a. Nú getum vér selt teljarann fram 
fyrir, til að láta liann síðan verða sameiginlegan factor, enbók- 
slafina með exponentum sínum fyrir ofan; verður þá terminm 
generalis liðanna: 

iiy, = 1.2.3 — ^T—^ • r^ 

' 1.2 p 1.2 m; 

cr þá œtið p-\-m=n. 

Hér má stytta fyrir sér, með því að tákna product af factor- 
um í eðlilegri talnaröð, þannig: [1] == 1, [2] = 1 . 2, [3] = 
1 . 2 . 3, M = 1 . 2.-.-g, [^+1] = 1 . 2....(g+l), þá er 

1 2 — (<7+i) f^+n 

og fol == -^—; — —7 = ' — --- . Ilér með má útvíðka táknun 

^ ^^J (q+\) q-\-\ 

þessa til ^ = 0, og er þá [0] = L- = 1. Með þessum takn- 

unum má skrifa mjög stutt binomialformuluna, þannig: 

(a+^jl 
" [n] - 



[nJlOj ' [n— IJ [IJ [n— 2J[2I 


aP 6'" 


a" 6» 





(OJ [nj- 
En þess cr að gæta, að hún er deild með In'num afsíðis setta 
samciginlega factor [n], eins og sjá má vinstra megin. liér er 
ailsslaðar p-\-m=nj og liðirnír samsvara öllum þeim tilbreyting- 
um, er má leysa upp n í summur tveggja addenda, er hvorfyrir 
sig er heill og positifur ellegar 0. 

27*6. I>egar þrír liðir eru í rótinni, sem hefjast skal upp í 
veldi, er annaðhvort höfð þar til margföldun ellegar trinomiaU 
formulan, Má og nota þar til binomialformuluna, ef í staðinn 
fyrir b í henni er sett ö+c, og þetta ö+c síðan haíið upp í öll 
þau veldi, sem tiltekin voru með exponentunum við b. Sama er 
að segja um quadrinomial-, quintinomial- og yfir höfuð poly- 
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nomial'formulurnar, þegar liðirnir í rótínni eru 4, 5, eða hvað 
margir sem erii. Til að hafa sýnishorn af þessu, skoðum vér 
hér cubus trinomii, 

(a+h+c)^ _ a^( b+cÝ , a^b+cÝ aHh+c )^ a^b+c^ 

|3J ']3][0] "*■ [2J[1] "^ [l][2]^ + '[OTísr 

Hér skal inn setja í annan lið ^^±^' = X^. + -^^ 

1 [l][0] ^ [0][1] 

, Þnðja hð -^ = [2710]+ [ÍIIT] + ÍÖÍT2] "^ ^ «^''^^ 
(^+£)3 _ h^ ^ h^ ft0,8 . ^^^^^ 

[3] [3] [0] ^ [2J [1] "^ [1] [2] + [ÖTm' þá 

{a+b+cf a^b^c^_ an^c ^ a^b^c^ a^h^c^ 

rni + rTíTTTíTri + roirniTTi + 



[3] [3][0][0] ' [2J(IJ[0J ^ [2J[0J[I] "^ [IMÍOÍ 

, a^h^c^ , aV>V , a%^c^ a^'^c^ 

+ rtiriirn + rnr/^iroi + m fT^TTTTi + 



[í][n[l] ' [n[0j[2J ' [0J[3J[0J ^ [0J[2J[I] 

+ [0J[1J(2] + [0][0J[3J ^- 

Nii viljum vér til samanburðar finna cu6ws þessa írmomíímeð 
margföldun 
a + 6 +c 
a + ö +c 
a^+a6+ac 
aö+62+6c 
ac+6c+c^ 



a2+2a6+2ac+í^2_|.26c+c2 
a -\- b +c 
a3+2a26+2a26+a62+2aöc+ac2 

a26+2aö2+2a6c+ft3+262c+6c2 
a^^c+2a6c+2ac+6^c+26c^+c» • 

a^+3a26+3a2c+3a62+6a6c+63+3ac2+362c+36c2+c3 .... p. 

þess var getið áður (275), að coefficientunum væri að nokkru 
leyti vikið afsíðis með því að setja [nj, sem hérer [3J, í nefnara 
stað vinstra megin. Hér af leiðir þá, að til að fá veldið skrifað 
með venjulegum hætti með þess polynomialcoefficientum, verður 
að margfalda alla hðina með [nj, og deiia síðan með þeim stærð- 
um, sem í hverjum lið standa í nefnurunum. Hér er [3J = 1 
.2.3 = 6. Hvað hðinn vinstra megin áhrærir, þá kemur 

25 
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1 = Ij sem er coefficientinn viDstra inegin. þar næst verður 

• að fa' = a^, sem er fyrsti liður cubusar þessa trino- 

mii. Annar liður TöTrTTför (^*^^'"''* skrifað 210) verður ^a^b = 
3a«6. f>riðji liður 201 verður ^a^c = Za^c. Fjórði 120 verður 
iab^ = Zab^. Fimti 111 verður ^a&c = 6aöc. Sjötti 102 verður 
^ac^ = 3ac2 (hann er hinn 7di í (P)). Sjöundi 030 í (a) verður 
Jfts = ^,3^ Áttundi 021 verður ^b^c = U^c, Níundi 012 verð- 
ur ^bc^ = 36c2. Tíundi 003 verður lc^ = c^ 

277. Til að tákna nta veldi alment gildanda polynomii 
(Oi + öa + ag •••• at)n 
má rita það með líkum hætti, sem hins áðurnefnda trinomii 
þannig : 

(ai + ^2 + a, -'• at) ° _ ^ af^ a^ a? ^>-»^ a^t 

N [^ilN^lKl ••••[^tl* 

Indexarnir telja, greina og einkenna liðina polynomii, sem er 
rótin; er þar hinn seinasti liður auðkendur með mácarínww í. /n- 
dexarnir við m helga exponentinn rótarstaf þeim, sem heör sama 
index, En exponentar þessir eru hér óákvarðaðir, en hið gríska 

2 táknar summu allra liða, sem framkomið geta í þessari mynd, 
þannig, að exponentarnir mj, m^, m^ •••• m^ verði hver og 

einn allar tölurnar 0, 1, 2, ^••••n, með þeim hætti, að íhverj- 

um lið verði summan ætíð m^ + ^a + ^.i i^t = ^- 

Sýnishorn hér af er framanstandandi cubus trinomiL í staðinn 
fyrir a, b, c þar er hér a^ a^, a^ og þá táknast öU runan 
(276, a) þannig: 

(ai + a2 + «3) ^^ 2 ^?"' ^?'' <' 
[3J " [^i][w2][m3]^ 

Loksins tökum vér til dæmis kvaðrat quintinomii eða 51íða- 
stærðar. 

(«1 + Qa + % + «4 + «5)' _ 2 q?^^ g^' a^» a^^ a^^ 

[2] ímt][m2][m^][m^][m^oy 

þar nú summa allra exponentanna nii + m^ + m^ +^4 + ^5 
ekki má verða meiri en 2, þá ef m^ er sett = 2, þá verða allii^ 
hinir exponentarnir = 0, en [ma], [mj], [m^] og [m^] = [OJ 
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= 1. Með [rwi], sem er 1 . 2 = 2, skal deila [2] == 2, það 
er 1 = 1 gefiir quintinomialcoefficientinri 1 í fyrsta lið, og 
sama er að segja um 5 fyrstu líðína í kvaðratinu, sem eru þessir: 

«1 + «2 + 0^3 + a^ + Og . 

Síðan verður summan n = 2 að sundrast, og getur hún þá 

ekki orðið nema í tvennu lagi, eins og þetta bjáritaða form sýnir, 

er sýnir allar merkingarnar bókstafanna 

m í öllum þeim 15 liðum er mynda 

hið eptirleitaða kvaðrat flmmliðastærðar- 

innar. í öllum hinum síðari liðunum 

verður þá tvisvar [1] = 1, sem marg- 

faldast saman til að deila n = 2 með ; 

verður þá .' . = - = 2, sem erco- 

efficientinn í seinni liðunum. Hinir 

aðrir factorar [0] = 1 breyta engu, 

eins og venjulegt er. Verður svo 

kvaðrat þessarar fimmliðuðu stærðar: 
+ «Í + af + a| + a| + 20^0^ + ia^a^ + ia^a^ 
+ 2aia5 + 2^203 + 203^4 + 2^2^^ + 2^3 a^ + ^a^a^ 
+ 24^5. 

Yflr höfuð : hvað margir liðir sem í rótinni eru, þá er kvað- 
ratið jafnt summu kvaðrata allra liðanna, plus tvöfaldri summu 
ailra producta af tveimur og tveimur liðum rótarinnar. 

278. Athugi. í (233, \) var getið um nokkuð, sem væri 
athugavert við reikningsforskriptiua 
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1. 


a? 


4- 


aS 


+ 


a? 



II 

m m 



n 



\/a = a"" . 
Með því að margfalda TÓidLVexponentinn -— með m, og þá 
undir eins yMisexponentinn 1 með m (233, tj), þá breytist mynd- 
in þannig : 

II m 

Ya"^ = a" . 



II 



Sö nú a positif tala, þá raerkir \/a™ nt" rótina af a™ , þá 

25* 
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sem er positif, en ekki fleirí, eptir því sem menn hafa komið 

m m 1 

sér saman um. far á móti merkir a^ fleira, því a" = (a")" 
og merkir allar n^^^ rætunar a™, bœði verulegar og ímyndaðar. 
Samber (253). Líking þessi er því ófull, og hefír eitt gildi vinstra 
megin, en n hægra megin. Sé nú a"^ negatif stærð, en n jöfn 
tala, þá verður vinstra megin imaginœr stærð ein, en hægra 
megin verða þœr n. Sé n ójöfn tala, þá er vinstra megin reál 
stærð, en hægra megin einnig imaginœrar stærðir. 

Keðjubrot {Fractio continua), 

279. Keðjubrot (fractio continua) nefnist það brotabrot, 
sem er samantengt af fleirum brotabrotum, þannig, að allir telj- 
ararnir eru heilar tölur, en nefnararnir blandnar tölur, og nefn- 
arar þessara blöndnu talna aptur blandnar tðlur o. s. frv. Keðju- 
brotanna almenna mynd er þannig: 

a? = «0 + ^i 

a, + b^ 



«2 + h 



«3 + 64 



04 • • • • 

Hér er Oq heil tala, sem fylgja kann keðjubrotinu, bi er telj- 

ari keðjubrotsins ; — blandinn nefnari þess. En þessum 

a^ 

blandna nefnara fylgir aptur í nefnaranum brotið ~ 0. s. frv. 

03 

280. |>ó þctta sé hin almennasta mynd keðjubrotanna, þá 
er það þó ekki hin venjulegasta. Hin venjulega er, að teljar- 
árnir ö, , b^^ bj^ •••• sé hver fyrir sig = 1. 

Keðjubrotin eru mjög hentug til að rekja sundur stærðir, og 
gjöra þær þar með hægri í meðferðinni; t. a. m. stór brot, eða 
réttara sagt brot með stórum tölum; og má þá stytta þau án 
sammælis þannig að þau skekkist sem minst. því svo ber opt 
við, að ekki þarf á fullri nákvæmni að halda, og er þá þægilegt 
að láta tölurnar vera svo litlar semmá; og það geta menn mæta 
vel afskamlað mcð keðjubrotum og hinum þar út af fengnu nálg- 
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unarbrotum {fractiones 'convergentes)^ er kallast convergentar, 
Forskript fyrir sundurrakningu tölustórra brota er þessi: 

X = |- = «0 + ?í = a„ + ± = «0 + ^^ (a). 

\Pi) 

"-k -'■•+K -'• + (t) --' + i'f'- 

^2 = n = «3 + ^— = «2 + .— = «3 + — (Y)- 

^3 = ~ = «3 + ^ = Ö3 + / — X = «3 + — (S). 

P3 í>3 l?3^) ^4 

VP4/ 

^4 = ^ =>4 + ^ = ^4 + . A = «4 + ^(S). 

P4 í>4 |P4| ÍC5 



Pr-l Pr+\ ,1 , í ín 



Vr+lj 



Út af þessu fást nú eptirfylgjandi sundurrakningar : 

a? = ao + — eptir (a) (tq). 

a?! = öi + — eptir (P) 



X = a« + 1 (*). 
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= Oa 


+ 1 ept 


ir (Y) 
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innsett gefur 






- 1 
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+ 1 
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0:3 


-«3 + ^ 


eptir 


(8) 



X = Oo + 1 (0« 



ar^ 
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innsett gefiir 

X = flo +J i: W- 

«1 + 1 



«2 + 1 



«3 + 1 



^4 

a>^ = ^4 + 1 eptir (s) 



x^ 



innsett gefur 

X = Gq + 1 (a). 

«1 + 1 



«2 + 1 



^'3 + 1 



«4+ í 



ÍC^ 



írð == «5 +J_ 

fíannig má áfram halda, unz að kemur x^ , sem er heil tala 
með engu broti, og sem þess vegna er = a^ 

Athugi. Hér hefir prófessor Ramus sérlegan skrifmáta til að 
láta keðjubrotin ekki vera svo fyrirferðarmikil í skriptinni. Hann 
ritar nefnilega keðjubrotið (X) þannig: 

X = Oo, «1, ^2) ^3) ^4) »^5* W' 

þegar keðjubrotið er rakið að einhverjum ótilteknum lið a?^, 
táknar hann það svo: 

X = «0, «ij «2) •••• «r-l) ^r. M- 

þegar keðjubrotið er rakið til enda, táknast svo: 

X = oo, (Xi, a^, •..• an,. (I). 

þegar keðjubrotið er rakið frá einhverjum tilteknum lið x^ til 
annars tiltekins liðar x^^^ táknast það svo: 

Xj = a,, ar_|_i, a^_^^, ""a^^i, oc^ (o). 

|>egar keðjubrotið er rakið frá a?, til enda, táknast það þannig: 

Xj = a^, ar_|_i, 0^4-2) «r-|-8» •••' «m W- 

281. Dæmi upp á sundurrakningu í tölum. Vér viljum 
rekja sundur brotið: 



X = 
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45887 __ P_ _ P^ 
20286 ^ q ~ Po 



Simdurrakningin gjörist alveg eptir (138), þannig: 
q = 20286) p = 45887 (2 = «0- a? =M|fí = 2r,^Uh 

40572 

5315 = pi. 
p,= 5315) í =20286 (3 = a,. íPi=^Sm = 3|fH. 

15945 
4341 = p2. 

p,= 4341) pi= 5315(1 =a2. x,= -^Ut = ^^lf- 

4341 



974 = i>3. 
P3= 974) p2= 4341 (4 = a,. %= ^H = 4t-|f. 

3896 
445 = P4. 
P4= 445) P3= 974(2 = ^4. a?4= líl =2^. 

890 

84 = p,. 
Pó= 84) p4= 445 (5 = a,. x~ ^fj = 5^- 

420 

25 = pc. 
P6= 25) 2)5= 84 (3 = ag. 0^6= f| = 3^1. 

75 
9 = p,. 
p^== 9) P6= 25(2 = at. arT= ^f = 2J. 

18 

7 = ps- 
í>8= 7) 2>T= 9(1=08.0:8= f=lf. 

7 

2 = P9- 

1>9= 2) 1)8= 7 (3 = ag. 0:9= J = 3^. 

6 

1 = í>10- 

l>io= í) í>9= 2(2 = aio. a:io= f = 2 = a^j = a?^^. 

2 

0. 

Eeðjubrotið er nú á enda rakið, og verður uppsett eptir venju- 
legum hœtti þannig: 



i 
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;f = 2+J 

3+J 

1+J 

4+Ji 

2+J 

5+J 

3 + 1 

2+J 

1+J 

3+ I 

') 

Ellegar eptir Ramusar skript þannig : 

a? = 2, 3, 1, 4, 2, 5, 3, 2, 1, 3, 2. 
llvernig convergentarnir eða nálgunarbrotin verða hér út af 
fundin, geymum vér oss að útskýra síðar. 

282. Skýringar. Vér alítum gott, að menn kynni sér vel 
formuluna (280, ?), og viljum skýra hana hér með nokkrum 
orðum. 

Pr— i 

fað er þá fyrst athugavert, að x^ == segir, að sérhver 

Pr 

fullur kvóti Xj fínnist með því að deila næstundangangandi leif 
Pr— 1 ^^^ þáverandi leif 2?^; t. a. m. í dæminu (281) skyldi 
index vera 3, þá er p^^i = í>3_i = P2 = 4341, og p^ = Ps 
= 974, þá er x^ = ^ff^ = 4f^J. þetta er sama sem næst 

Pt + í 

kemur í formulunni ?, nefnilega a, -| , sem er blandna 

Pi 
talan 4ff|, því a^ = 4 er hinn ófulli kvóti, eða heila talan í 

hinum fulla kvóta. Brotið -^ = |f| hefir fyrir teljara hina 

Pt 

komandi leif Pr+i = 445, og fyrir nefnara hina þáverandi leif 
P3 = 974. Hér sést, að í reikningi þessum þarf ekki að skrifa 
tölurnar, sem eru hægramegin í dæminu(281), því allar tölurnar 
fást vinstra megin. f>essu næst kemur í reikningsforskriptinni 

(g), að hin umtalaða blandna tala sé = a- -| ^A-r^^ 

[pt + 1 ) 
f>essi ummyndun á brotinu verður þar af skiljanleg, að það er 



393 

eins og það sé stytt með teljara síniiii], cða að þess teljara og 
nefnara sé deilt með teljaraniim; þegar því Pr+i er deilt með 
Pj.-^ ^ j kemur 1 í kvóta, sera er hinn nýi teljari, og þegarnefn- 

aranum pj er deilt með Pr+15 kemur í nefnarann, svo 

Pr-f-l 

hið nýja brot verður 

1 1 



\pr+i) 



^r + l. 



Eins er í töhmum, brotið 

445 : 445 _ J_ l^ 

974 : 445 "^ (Hf) ~ x^' 
Verður svo ||f = x^ eða hinn komandi fulli kvóti. 

283. Hvernig finna megi nálgunarbrotin. 
Forskript: 

«0 «1 «2 ^z «4 «r (°^)* 

1 2/0 2/1 2/2 2/3 2/4 ^r |g 



1 Zq Zi Z2 z^ 24 Sj 



Vv 2/r-l «r + 2/r- 



2 



^f ^f-l «r + ^r- 



(y). 



2/r 

það er: Sérhvert nálgunarbrot — fæst með því, að margfalda 

^r 

2/r— l 

hið næstundanganganda nálgunarbrot í teljara og nefnara 

«r-l 

með ófulla kvótanum a,, og þar við síðan leggja teljara og nefn- 

^r— 2 
ara hins annars nálgunarbrots á undan, sem er . Til þess 

^r— 2 

að geta strax byrjað þessa reglu við Oo, þá eru hér sett tvö 
hjálparbrot 

T ^ 
fyrir framan nálgunarbrotin ; og þessi hjálparbrot eru við allar 

tölur hin sömu. 

Af nálgunarbrotunum eru 

(6). 



1» J (8) 



2/0 


yi 


2/2 


2/3 

• • 


2/2n 


y-in+l 


2/in 


2o 


«1 


22 


«3 


^211 


«2n+l 


^m 











2. 








■1 


oíí 


09 




QD 




09 

•^ 
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Skakkatakmörk nálgunarbrotaDna 

— i- _L JL JL _L ^ • /n 

*o ^i ^a ^3 ^2n ^2n+l 

1111 1 1 . 

•••• • þrengri (tq). 

ZqZi ZiZ2 Z^Z^ S3Z4 22„22n+l ^2^+1^2(^+1) 

284. Framhald dæmisins (281). 
Nálgunarbrotin finnast þá þannig: 

Cq a^ Oa «3 ^4 Og öfi ) Quotientes 
2 3 1 4 2 5 3 i incompleti. 

Ö_ 1 A 1 A 11 95 ^l^ 1 649 ) F^«,^íones 

10 1 3 4 19 42 229 729 ( convergen- 

Vo Vi Vz n Va Vó ye l '««• Nálg- 

20 2x z^ «3 24 «5 % J unarbrot. 

o o o o o o o 

»•'• o» ■"• o» ■"• o» •••• 

OX »^ OX ^ OR -S OX 

e* «^ c* 

L L L L L L L j umites 

2o «1 «2 ^3 «4 ^ö 2« lerrorum. 

J_ 2. J 1 1 í 1__ jSkakka- 

1 9 16 361 1764 52141 531441 ) takmörk. 

at ag ag ajo ) í^"^'* incomphti, ultimus 

> completus, Ofullir kvótar. 

2 * ^ ^ ) Binn seinastl fullur. 

3816 5465 20211 45887 ) 
1687 2416 8935 20286 ( Fractiones con- 

> vergentes, Nalgun- 
y^ Vb Vd yio_ arbrot. 

Z-t Zq Zg «10 / 

o o o rsi 

o» ^* O* 

Í1 o« í< 

— — — ) 

2| 2| 2| I Limites errorum. 

1 1 1 [ Skakkatakmörk. 

2845969 5837056 79834225 ) 

f>egar búið er að skrifa ófullu kvótana og hjálparbrotin þannig : 

2 3 1 4 2 0. s. frv. 

Ý h 
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þá má reikna eptir (283, y) 

2.1+0 ^ ^ 

"" 1 



Vo 



2.0 + 1 1 %o 

sem skrifast imdir 2 = ao, stendur þá svo: 

2 3 14 2 
ft i ? 

Nú tek eg ófulla kvótann 3, og reikna eptir (283, y) 

3 .2+ 1 ^ J_ _ Vi 
3.1+0 3 ^ 2i 

og skrifa } undir ófulla kvótann 3, stendur þá svo: 

2 3 14 2 



o 

T 



* 



2, 
T 



7 



Síðan tek eg ófulla kvótann a^ = 1 og reikna: 

1.7 + 2 _ _9_ = ^ 
1.3 + 1 4 Z2' 

fessa I skrifa eg undir 1 = a^, stendur þá svo: 
2 3 14 2 





T 



1 



2 

r 



7. 
3 



í. 



Síðan tek eg 4 og reikna eptir (283, y) 

4.9 + 7 ^ 43 

4 . 4 + 3 ~" 19 
skrifa f4 undir 4 = ^3, stendur þá svo: 

2 3 14 2 





I 



JL 





2 

1 



7 
3 



9 



43 
19' 



þessi reikningur eptir (283, y) er svo léttur, að má reikna 
hann í huganum, meðan tölurnar eru litlar, og það lengst fram 
eptir. En síðan má reikna hann afsíðis skriflega. 

Prófessor Degen hafði öðruvísi uppsetningarmáta, semer þægi- 



ilnær, nefnilega: 


y 1 


z 







I 




1 





ao — 2 . . . . 


. . 2 


t 


a, — 3 . . . . 


. . 7 


3 


«2 — 1 . . . . 


. . 9 


4 


«3=4.... 


. . 43 


19 


«4 — 2 ... . 


. . 95 


42 


05 — 5 ... . 


. . 518 


229 


a« — 3 . . . . 


. . 1649 


729 


a^ — 2 . . . . 


. . 3816 


1687 


ag — 1 , . . . 


. . 5465 


2416 


09 — 3 . . . . 


. 20211 


8935 


a,„ — 2 . . . . 


. 45887 


20286. 
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Að hín gefna stærð, sem vér sundur röktuni, nefnlega f|^§|i 
ekki verðnr sem brot stytt eptir venjulegum hætti með sam- 
mæli (88), er auðsætt af því, að tölurnar hafa engan sammæli, er 
sést af (2^1), þar p^^ = \. Talan 45887 er einnig frumlala. 
það kemur sér því vel, að má stytta slík brot með keðjubrotum, 
þannig, að þau skekkist sem minst. f>ví með jafnlítlum tölum, 
sem nálgunarbrotin hafa, eru engin brot til, sem jafnlítinn skakka 
hafa. 

Nú förum vér að hugleiða skakka náigunarbrotanna. Eptir 
(283, ^) er skakkatakmark nálgunarbrotanna = -^. En skakk- 



inn sjálfur er þó minni, svo þar er: 

r. < ' 






«; 



En 



f = J!- -^ ^ = X — -- 



A ^887 

þetta viijum vér heimfæra upp á brotið ^77^^-777:» s^m er nii 

vort — . Ef vér gjörum það að tugabroti með því, að divi- 

1 1 00*7 
dera 45887 með 20286 eptir (179) (180), þá er — ^^ == 

2,26200335206546 •••• 
Yér viljum prófa nálgunarbrotin ^, ^ og ^, þannig: 

?^ = y^ = 2,26200873 of stórt 

^ ^ ^^ = 2,26200335 
20286 

/g == 0,00000538 

L = ^^ = 0,00001906. 
zl 52441 ' 



Hér sjáum vér, að nálgunarbrotið ^ er of stórt, að skakkinn 
f^ er = 0,00000538, en skakkasvæðið eða skakkatakmarkið er 
0,00001906. 



Nú tökum vér ^ 

26 
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45887 _ -„-„.„„, 
^ - 20286 = 2,26200335 

y« = l^ll = 2,26200274 of lítiö 
fs = 0,00000061 

ii = 53/4-4-1 = «'Ö«««<^'««- 
Hér sjáum vér, að nálgunarbrotið — er of lítið, að skakkínn 



Ze 



U er 0,00000061, en skakkasvæðið - = 0,00000188. Nú tök- 



2« 



um ver — . 








yi 

2t 




3816 

1687 


— 2,26200355 


X 


— 


45887 
20286 


— 2,26200335 


h 






— 0,00000020 


1 


, : 


1 


— 0,00000035. 


2? 


2845969 



of stórt 



Vt 

Hér sjáum vér, að nálgunarbrotið — er of stórt, að skakkinn 
f^ er = 0,00000020, en skakkasvæðið -^ er = 0,00000035. 



285. Framhald sama dæmis. Skakkatakmarkið þrengra 
(283, 7j), sem er einnig mismunur tveggja næstu convergenta, 

það er fyrir ^, ^ og ^ þannig: 

4 = 229 '. 729 = leÍiT = 0.00000599 
Í; = 729^7- = 722M3 = 0.00000081 
4 = 1687 ! 2416 = 4-Ó7I792 = 0,00000024. 



Að þessi skakkatakmörk eru sama sem mismunir næstu con- 
vergenta, sést þannig : 
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2/5 ^ 

«5 


2,26200873 


2/6 


2,26200274 


2/5 2/6 
% «6 


0,00000599 


2/T 

^T 


2,26200355 


2/6 
^6 


2,26200274 


2/T 2/6 _ 
Zt Zq 


0,00000081 


2/t 

«T 


2,26200355 


^8 
2« 


2,26200331 


2/T 2/6 


n 0000009 A 



Z-i Zq 

Hvernig á þessu stendur, verður Ijósara síðar, þegar farið 
verður að sanna þessa lærdóma. 

|>ó að sitakkatakmörkin þrengri gangi skakkanum miklu nær 
en hin rýmri, þá nota menn samt opt hin rýmri, vegna þess það 

er hægraað finna -^, heldur en , því til að finna þetta 

síðara verður að vita næstkomanda kvóta og convergents-nefndíray 
og þess vegna fara nokkuð lengra, heldur en maður annars 
hefði viljað fara. Helmingi menn hið þrengra skakkasvæði, fæst 
skakkatakmark, er skakkinn kemst aldrei ofan fyrir. 



286. Sé úr keðjubrotunum (280, y], •ð', i, x, X) undanfelt 
, verður hið eptirstandanda af keðjubrotinu convergentinn 



til a,. þá er nefnilega Qq eða -j- convergentinn til Gq eptir 



(t)) = — . t>ar næst 

«0 



- (a) 
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keðjubrot eða blandin tala = convergenfinum til oi eptir (ð') = 

— . par næst 

oo +J 

Oi +J_ (^) 

keðjubrot = convergentinum til a^ eptir (i) = -^- . |>ar næst 

«0 +J - 

oi +J_ (c) 

02 + 1. 

«3 
keðjubrot = convergentinum til a.,, eptir (x) = — ' Sérhvert af 

þessum fæst út af hinu næstundanganganda með því að breyta 
a,^i í ar-^i +J^ (^ 

287. Nú viljum vér snúa keðjnbrotunum í einföld brot, áu 
þess þó að hafa hina auðveldustu aðferð þar til, sem sýnd var 
í (283, Y), þá er 

2/1 Oo + 1 ao ai + 1 



Zi a^ Gx 

þar næst 

2/2 «0 + ^ «0 + ^2 



eptir (82)----(a). 



Z2 


«1 + 1 


ví brotna brotið 


02 

1 

«1 + 1 
^3 



«1 aa + 1 ; 



gjörist hægast að einföldu broti með því að margfalda teljara 

þess 1 með nefnarans nefnara a^, og þar næst nefnarann aj + 1 

a^ 

einnig með a^ eptir (98) ellegar (83). Af þessu kemur brotið 

^2 

a^a^ + 1, 
sem sett við heilu töluna a^ gefur blöndnu töluna 

ao + ^2 

a^a^ + 1, 
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er gjðrist að Innnbroti 

öfo'^i^a + «0 + «2 ^ th 

»2 



fiin^ + 1 z, 



(b). 



Framvegis 



r = «0 + 1 



ai + i 



«2 +_L 

þessn má snúa í alment brot með því að byrja neðan til og 
taka fyrst 

1 flTs 



Þá 



«2 +_L "2^'» + í- 

1 a^a^ + 1 . 



þá 



Oi + a^ aiöaöra + 0^1 + «3 ? 

«2^3 + 1 
«0 + «2^3 + í 



«1«2«3 + «1 + «3 

ao«irt2«3 + öToai + ^0^3 + «2«3 + 1; 



«1«2«3 + «1 + «3 

þess vegna 

Vl ^ 00^1^ 2 03 + « 0^1 + ^0^3 + ^20^3 +J 

% öiaaflfa + ^i + «3 



.(c). 



288. þessu næst viljum vér sanna regluna (283, y); þá er 
eptir (286) 

sem er heila talan í keðjubrotinu, ef hún er nokkur; annars er 
sá convergent = 0. f>etta á að vera samhljóða 

Hér er 

r = 0, r—í = —1, r— 2 = —2. 

þessir negatifu indexar benda á hjáiparbrotin. Til samhljóð- 

unarinnar útheimtist þá 

2/r_ 1 = 2/r- 1 = 1 2/r-2 =.2/-2 = 
2r-l=«-l==0 2r_n=2_.2=l. 



